
Universidad de Buenos Aires

Facultad de Ciencias Exactas y Naturales

Teorı́as de cohomologı́a de coálgebras

Marco Andrés Farinati

Directora de Tesis

Dra. Andrea L. Solotar

Lugar de Trabajo

Departamento de Matemática

Facultad de Ciencias Exactas y Naturales

Universidad de Buenos Aires

Tesis presentada para optar por el tı́tulo de

Doctor de la Universidad de Buenos Aires

1999



2



Introducción

El espı́ritu de esta tesis consiste en encarar el estudio de coálgebras sobre un cuerpo
a través de técnicas del álgebra homológica. Las coálgebras aparecen naturalmente en
topologı́a algebraica (de hecho, las coálgebras diferenciales graduadas) cuando se define
el complejo singular S∗(X; k) de un espacio topológico X con coeficientes en un anillo k,
por lo tanto H∗(X; k) := H∗(S∗(X, k)) es una k-coálgebra (graduada). Si bien la noción
de álgebra pueda parecer más natural y geométrica (imaginando al álgebra A como el
anillo de funciones de una variedad X), cuando el espacio geométrico X tiene estructura
de monoide, entonces su álgebra de funciones es una biálgebra (es decir un álgebra que
también es coálgebra y donde las dos estructuras están relacionadas). En ese caso, no tiene
sentido tomar una postura o punto de vista sólo por una estructura o sólo por la otra pues
las dos estructuras aparecen simultáneamente. También hay situaciones, como en la teorı́a
de operads, en que los enunciados naturales están dados en términos de estructuras de
coálgebras, y si se quiere dualizar dichos enunciados para enunciar las proposiciones y
definiciones sólo en términos de álgebras, se llega muchas veces a innecesarias hipótesis
de finitud, que no aparecen en los enunciados originales. A modo de ejemplo, podemos
citar el teorema de formalidad de Kontsevich [Ko 97], que trata del problema de encontar
una deformación a partir de una estructura de Poisson. Los trabajos de Kontsevich están
enunciados en términos de coálgebras y condiciones cohomológicas, esto motiva tanto al
estudio de coálgebras como al de las teorı́as de cohomologı́a sobre las mismas.

La teorı́a central de cohomologı́a en esta tesis será Hoch∗ [Doi 81], que es el análogo
a la homologı́a de Hochschild de álgebras asociativas. Una gran parte de los resultados
de este trabajo han sido publicados en revistas y/o libros cientı́ficos, por lo que en al-
gunos casos, presentaremos los resultados y nos referiremos a las publicaciones para sus
demostraciones completas; algunos de los resultados publicados irán acompañados de
comentarios en donde se muestran algunas mejoras con respecto a lo que se encuentra en
la literatura.

La primera idea cuando se estudian las coálgebras es, en vez de estudiar la coálgebra
misma, estudiar su categorı́a de corepresentaciones, es decir, la categorı́a de comódulos
sobre la coálgebra dada. Este punto de vista ha demostrado ser fructı́fero en el caso de
anillos o álgebras. Hay una teorı́a desarrollada por Takeuchi [Tak 77a] que tiene (si bien
con demostraciones muchas veces completamente diferentes) enunciados duales a los de
la teorı́a de Morita. Se tiene ası́ una caracterización de las equivalencias de categorı́as
de comódulos, y la pregunta natural es si las teorı́as de cohomologı́a Hoch∗ y H∗ son
invariantes por estas equivalencias. La respuesta es afirmativa, tal como se demuestra en
[F-S 98a]. Más aún, en [F-S 99b] se define la cohomologı́a cı́clica de coálgebras (HC∗), y
entre otras cosas se demuestra que HC∗ es también invariante por equivalencias Morita -
Takeuchi.

Una técnica de indudable valor en álgebra es la noción de localización. La localización
es una herramienta cómoda porque existen resultados de localización-globalización, es
decir, para demostrar un enunciado, muchas veces es equivalente demostrar el enuncia-
do análogo en el contexto local, y una vez ahı́, uno puede utilizar resultados adicionales
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pues los anillos locales tienen mas propiedades que los anillos arbitrarios en general (por
ejemplo todos los módulos proyectivos de tipo finito sobre un anillo local son libres, el le-
ma de Nakayama, etc.). Uno de los principales problemas de la localización de coálgebras
es que si se busca un funtor de localización con propiedades duales a las de la localiza-
ción de álgebras, rápidamente se puede caer en una categorı́a de coálgebras topológicas y
representaciones continuas, y esta última categorı́a ya no es mas una categorı́a abeliana.
Sin embargo, las teorı́as de cohomologı́a pueden definirse allı́ y se recuperan bastantes
de las propiedades generales de las teorı́as de cohomologı́a en categorı́as abelianas (en
el sentido de que son funtores (co)homológicos, ver [Gro 57]). En [F-S 98b] se estudia el
comportamiento de Hoch∗ con respecto a las localizaciones en situaciones tan generales
como sea posible. Queda sin embargo un punto interesante no tratado en [F-S 98b], y es
que en casos particulares, la localización de una coálgebra ‘algebraica’ es a veces tam-
bién una coálgebra algebraica en vez de una coálgebra topológica. Es decir que dada una
coálgebra C con comultiplicación ∆ : C → C ⊗ C, la imagen de la comultiplicación de
la coálgebra localizada ∆ : C[S] → C[S]⊗̂C[S] se factoriza por C[S] ⊗ C[S], donde C ⊗ C
(resp. C[S] ⊗ C[S]) denota el producto tensorial algebraico y ⊗̂ denota la completación del
producto tensorial algebraico con respecto a una topologı́a conveniente. Es frecuente que
en estos casos particulares también sea fácilmente verificable que el morfismo de localiza-
ción π : C[S] → C sea coplayo, condición indispensable para demostrar la compatibilidad
de Hoch∗ con la localización.

Un caso particularmente agradable es cuando la coálgebra C es coconmutativa, y los
subconjuntos por los cuales se localiza son ideales maximales del álgebra dual C∗. En
este caso la técnica de localizar no es otra cosa que la de descomponer a la coálgebra
en componentes irreducibles, dichas componentes quedan indexadas por los elementos
group-like (que están en correspondencia con ideales maximales de C∗). Los problemas
globales de la coálgebra se pueden entonces atacar en forma local, y luego reunir los datos
locales para obtener resultados globales.

En el caso coconmutativo, Hoch∗ tiene un sentido geométrico como lo demuestra por
ejemplo el cálculo deHoch∗ para la coálgebraD(X) = “distribuciones sobre una variedad
diferenciable real compacta X”(ver [F-S 99b]). Para el caso de coálgebras coconmutativas
algebraicas, una teorı́a de ‘suavidad’, definida a través de extensiones de coálgebras co-
conmutativas puede ser desarrollada y se obtienen resultados análogos al del famoso teo-
rema de Hochschild-Kostant-Rosenberg que dice que si un álgebraA (esencialmente de ti-
po finito, sobre un cuerpo perfecto) es suave, entoncesHH∗(A) es isomorfa a Λ∗A(Ω1(A)), el
álgebra exterior en el módulo de diferenciales de Kähler (en particular HHn(A) = 0 para
n suficientemente grande). El resultado obtenido (ver [F-S 99a]) es que si C es una coálge-
bra coconmutativa suave (sobre un cuerpo algebraicamente cerrado), entonces Hoch∗(C)
es isomorfa a la coálgebra exterior en Hoch1(C), que es a su vez siempre isomorfo a un
objeto Ω1

C , universal con respecto a las coderivaciones.
Finalmente, viendo que las teorı́as de cohomologı́a se aplican naturalmente a coálge-

bras diferenciales graduadas, se extiende la teorı́a a este tipo de coálgebras y se estudia
la categorı́a derivada de las corepresentaciones diferenciales graduadas. Esta categorı́a
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derivada es el dominio natural en donde se aplican los funtores homológicos, es por
esto esperable que las teorı́as de cohomologı́a dependan de estas categorı́as derivadas,
en vez de simplemente las categorı́as de corepresentaciones. Un ejemplo básico es el si-
guiente: sea f : C → D un morfismo de coálgebras diferenciales graduadas que es un
quasi-isomorfismo. Se puede considerar entonces a C como un “modelo”de D, y serı́a
deseable poder intercambiar, a la hora de calcular Hoch∗, a C por D o viceversa. El pro-
blema de poder intercambiar una coálgebra por un modelo tiene una respuesta afirmati-
va (ver Teorema 7.26) en el siguiente sentido: las categorı́as derivadas D(C) y D(D) son
equivalentes (en tanto que categorı́as trianguladas), y la equivalencia induce un isomor-
fismo f ∗ : Hoch∗(C) ∼= Hoch∗(D). En un caso genérico, en donde C y D son dos coálge-
bras diferenciales graduadas tales que D(C) y D(D) son equivalentes, se tienen resulta-
dos parciales que dan condiciones suficientes para asegurar por un lado un teorema tipo
Morita-Takeuchi de las categorı́as derivadas (es decir, caracterizar las equivalencias que
pueden ocurrir entre D(C) y D(D)), y a partir de esto, llegar a demostrar que Hoch∗(C)
y Hoch∗(D) son isomorfas. Para llegar a estos teoremas se realizan varias construcciones
y definiciones, como la noción de quasi-finito en un sentido generalizado y la coálgebra
diferencial de coendomorfismos, que juega un rol fundamental en la teorı́a de Morita de
las categorı́as derivadas. Naturalmente, para poder enunciar los resultados, se describe
brevemente la categorı́a de homotopı́a y la categorı́a derivada de comódulos diferenciales
graduados y se recuerdan las construcciones de categorı́as derivadas de categorı́as abe-
lianas (en el sentido de [Ver 77]) y de categorı́as diferenciales graduadas (en el sentido de
[Ke 94a]).

El contenido de los capı́tulos es el siguiente:

El capı́tulo 1 es introductorio. Se recuerdan las definiciones de los principales objetos
que aparecerán en el resto del trabajo y se dan ejemplos en donde las nociones definidas
aparecen naturalmente.

El capı́tulo 2 trata de las teorı́as de cohomologı́a de coálgebras Hoch∗ yH∗. Se demues-
tra la invariancia de estas teorı́as por equivalencias de las categorı́as de representaciones
y se calculan los grupos de cohomologı́a para algunos de los ejemplos, tanto algebrai-
cos como topológicos. La parte general de este capı́tulo está dedicada al problema de la
localización de coálgebras.

El capı́tulo 3 trata sobre la cohomologı́a de una clase de coálgebras coconmutativas,
que son las que hemos denominado suaves. Se obtienen resultados análogos a los que
caracterizan la homologı́a de Hochschild de álgebras suaves en términos del álgebra ex-
terior en los diferenciales de Kähler (Teorema de Hochschild - Kostant - Rosenberg).

En el capı́tulo 4 damos la definición de cohomologı́a cı́clica de coálgebras. Allı́ se anali-
zan ejemplos y se estudian propiedades de esta teorı́a, en particular su relación con Hoch∗

y su invariancia por equivalencias de categorı́as de comódulos.
En el capı́tulo 5 se extiende lo realizado en las secciones precedentes al caso de coálge-

bras no necesariamente counitarias.
Con el objetivo de poder reemplazar una coálgebra dada C por un modelo de C (y en

consecuencia los comódulos sobre C por comódulos sobre el modelo de C), a partir del
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capı́tulo 6 comienza el estudio de objetos diferenciales graduados. Se dan allı́ las defini-
ciones de este tipo de objetos. Aparecen entonces naturalmente la categorı́a de homotopı́a
H(C) y la categorı́a derivada D(C).

Los capı́tulos 7 y 8 tratan del estudio de la categorı́a derivadaD(C) yD(C)+. Se define
una subcategorı́a plena de la categorı́a de homotopı́a H(C) que resultará equivalente a
D(C)+ y cuyos morfismos son más manejables que los de D(C). Esta subcategorı́a, en el
caso de un álgebraA, es la categorı́a de objetos cerrados deH(A), es decir, aquellos objetos
deH(A) tales que todo quasi-isomorfismo que lo tiene como dominio es una equivalencia
homotópica. En el contexto de las coálgebras, existen dos formas de definir un objeto ce-
rrado, una de ellas a través del Hom (“cerrado”) y otra a través de la resolución standard
(“serrado”). Para caracterizar la categorı́a derivada, la noción de cerrado tiene tautológi-
camente buena relación con el Hom mientras que la definición a través de la resolución
standard muestra que existen suficientes serrados. La ambigüedad de contar con dos po-
sibles definiciones de objeto cerrado desaparece cuando se demuestra (bajo hipótesis de
acotación de los complejos) la equivalencia entre cerrado y serrado, lo que permite carac-
terizar la categorı́a derivada de una coálgebra diferencial graduada. Teniendo una buena
noción de objetos cerrados se demuestra el Teorema 7.24, que da una caracterización de
las equivalencias derivadas entre las categorı́as de comódulos. El teorema 7.26 muestra
a partir de esta caracterización, que un quasi-isomorfismo entre coálgebras diferencia-
les graduadas induce una equivalencia entre las categorı́as derivadas de las respectivas
categorı́as de comódulos.

Se estudia bajo qué condiciones el funtor X�C− tiene un adjunto a izquierda (en el
caso diferencial graduado) y cuándo el funtor derivado de éste da una equivalencia, ob-
teniéndose resultados más completos (Teorema 7.32 y Corolario 8.9) para el caso de dos
coálgebras concentradas en grado cero. A partir del Corolario 8.13, se demuestra un teo-
rema de invariancia de Hoch∗. Finalmente en el capı́tulo 9 se extienden las teorı́as de
cohomologı́a al caso diferencial graduado y se prueban teoremas de invariancia.
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1. Coálgebras

1.1. Coálgebras

Una coálgebra puede ser definida en cualquier categorı́a monoidal. Dada una cate-
gorı́a monoidal (C,⊗) con objeto unidad k respecto de ⊗, una coálgebra, o mejor dicho
una k-coálgebra, es un objeto C en C junto con dos morfismos ∆ : C → C ⊗C y ε : C → k
tal que los siguientes diagramas son conmutativos:

(coasociatividad) C
∆ //

∆
��

C ⊗ C

id⊗∆

��

(counidad) C ⊗ C
ε⊗id //

id⊗ε

��

k ⊗ C

C ⊗ C
∆⊗id// C ⊗ C ⊗ C C ⊗ k C

∆

eeJJJJJJJJJJJ

Si C y D son dos coálgebras en una categorı́a monoidal (C,⊗), diremos que un mor-
fismo f : C → D en la categorı́a C es un morfismo de coálgebras en caso de que ∆D ◦ f =
(f ⊗ f) ◦∆C .

Ejemplos: Los ejemplos fundamentales de categorı́as monoidales que manejaremos en
este trabajo son los siguientes:

1. La categorı́a V eck de espacios vectoriales sobre un cuerpo k con ⊗ = ⊗k, o la cate-
gorı́a kmod de módulos sobre un anillo conmutativo k (o de bimódulos simétricos)
con ⊗ = ⊗k.

2. La categorı́a ZV eck de espacios vectoriales sobre un cuerpo k que sean Z-graduados
con el producto tensorial (sobre k) graduado.

3. La categorı́aE.L.C. de C-espacios vectoriales localmente convexos completos con el
producto tensorial⊗ = ⊗̂π, donde ⊗̂π denota la completación del producto tensorial
algebraico ⊗C con respecto a la topologı́a proyectiva.

Como resultado de la definición general, los ejemplos de categorı́as monoidales dados
anteriormente dan lugar a la noción de coálgebra usual para (V eck,⊗k), de coálgebra
graduada para (ZV eck,⊗k) y de coálgebra topológica para (E.L.C., ⊗̂π).

Como ejemplos mas concretos de coálgebras, si A es una k-álgebra unitaria de dimen-
sión finita sobre un cuerpo k, entonces A∗ = Homk(A, k) es una coálgebra con los mor-
fismos adjuntos de la multiplicación m : A ⊗ A → A y la unidad η : k → A. Si A es una
k-álgebra de dimensión arbitraria, la construcción (−)0 o dual restringido (ver [Sw 69])
da origen a una coálgebra de manera análoga al dual. Si A es una k-álgebra graduada,
A = ⊕n∈ZAn y cada An es un k-espacio vectorial de dimensión finita, entonces ⊕n∈ZA

∗
n es

una coálgebra graduada, con el morfismo (grado a grado) adjunto al de la multiplicación.

Si X es un espacio topológico, entonces H∗(X, k) (el k-módulo Z-graduado dado por
la homologı́a singular de X a coeficientes en k) es una k-coálgebra graduada cuyos mor-
fismos de estructura están dados por el inducido por el morfismo diagonal X → X ×X

1



(más la identificación del teorema Eilemberg-Zilber H∗(X × X) ∼= H∗(X) ⊗ H∗(X)) y el
morfismo constante X → ∗ (donde ∗ denota el espacio topológico formado por un único
punto).

Si X es una variedad suave compacta y D(X) son las distribuciones (complejas) sobre
X , i.e. D(X) := C∞(X)′ con la topologı́a fuerte del dual (que es una topologı́a nuclear),
de manera análoga al ejemplo anterior, la identificación D(X)⊗̂D(X) = D(X × X) (ver
por ejemplo [Trè 67]) junto con el morfismo diagonal X → X ×X y la función constante
proveen a D(X) de una estructura de C-coálgebra topológica.

Si G es un grupo de Lie (de dimensión finita) entonces C∞(G) es una coálgebra to-
pológica con la estructura dada por la multiplicación junto a la identificación

C∞(G×G) ∼= C∞(G)⊗̂C∞(G);

más precisamente, si f ∈ C∞(G), se define

∆(f)(x, y) := f(x.y), ε(f) := f(1G).

Si G es un grupo cualquiera, entonces k[G] (el álgebra de grupo con coeficientes en
k) además de una estructura de álgebra tiene también una estructura de coálgebra, la
comultiplicación está dada por la diagonal junto con la identificación

k[G×G] ∼= k[G]⊗ k[G],

más precisamente

∆

(∑
g∈G

λg.g

)
:=
∑
g∈G

λg.g ⊗ g,

y la counidad está dada por el morfismo constante 1G más la identificación k[{1G}] ∼= k,
en fórmulas

ε

(∑
g∈G

λg.g

)
=
∑
g∈G

λg.

Como la diagonalG→ G×G y el morfismo nuloG→ {1G} son morfismos de grupo, tanto
∆ como ε son morfismos de álgebra, k[G] es en realidad lo que se llama una biálgebra
pues es a la vez álgebra y coálgebra y sus dos estructuras son compatibles.

Otro ejemplo: Si bien la noción de biálgebra pueda parecer una estructura bastante par-
ticular, ésta da origen a toda una clase de ejemplos de categorı́as monoidales, que es el
lugar en donde se encuentran las coálgebras.

Sea H una biálgebra, para fijar ideas supongamos que H es una biálgebra en la cate-
gorı́a (V eck,⊗k) (con la trenza usual de permutación). Entonces la subcategorı́a de V eck
dada por los H-módulos es monoidal, tomando como ⊗ de nuevo ⊗k. Para ver esto, lo
único que hace falta verificar es que si M y N son dos H-módulos, entonces M ⊗ N
también es un H-módulo de manera tal que valgan las propiedades de asociatividad
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((M1 ⊗ M2) ⊗ M3
∼= M1 ⊗ (M2 ⊗ M3), isomorfismo de H-módulos) y unidad (k es un

H-módulo y además M ⊗ k ∼= M ∼= k ⊗ M como H-módulos). Dados M y N dos H-
módulos, se define sobre M ⊗N la siguiente acción de H :

h.(m⊗ n) :=
∑
(h)

h1.m⊗ h2.m

en donde h ∈ H, m ∈M, n ∈ N y
∑

(h) h1 ⊗ h2 es una escritura de ∆(h).

Por el momento no nos detendremos más en este tipo de ejemplos, lo que agregaremos
es que esta definición de acción puede ser dadas en términos de diagramas de la manera
siguiente como la composición de los siguientes morfismos k-lineales:

H ⊗ (M ⊗N)
∆⊗id⊗id // H ⊗H ⊗M ⊗N

id⊗τ⊗id // H ⊗M ⊗H ⊗N

µM⊗µN

��
M ⊗N

en donde los µ’s son los morfismos de estructura y τ es el morfismo que intercambia
el orden de los factores en el producto tensorial. Para obtener entonces una categorı́a
monoidal a partir de las representaciones de una biálgebra, la estructura extra que debe
tener la categorı́a monoidal de origen es un morfismo τ : X ⊗ Y → Y ⊗ X para cada
par de objetos X, Y . Naturalmente este morfismo debe cumplir ciertas condiciones para
que la acción definida según el diagrama anterior sea verdaderamente una acción. La
noción de categorı́a trenzada (C,⊗, τ) donde (C,⊗) es una categorı́a monoidal y τ es una
transformación natural que a cada par de objetosX, Y ∈ C le asigna un morfismo τX,YX⊗
Y → Y ⊗X que verifica el diagrama de trenzas, es justamente la que surge de esta idea,
ver por ejemplo [Mont 93].

Otro ejemplo de biálgebra: Sea g una k-álgebra de Lie. Entonces el álgebra envolvente
U(g) es una biálgebra, la comultiplicación está dada por extender multiplicativamente la
fórmula ∆(x) := x⊗ 1 + 1⊗ x donde x ∈ g ⊂ U(g) y la counidad proviene del morfismo
g → 0. La categorı́a de g-módulos es equivalente a la categorı́a de U(g)-módulos y es
entonces otro ejemplo de categorı́a monoidal.

1.2. Comódulos

La definición de comódulos viene siempre inmediatamente después de la definición
de coálgebra, ası́ como la noción de módulo (o de representación) viene junto a la noción
de anillo.

Contando con una categorı́a monoidal (C,⊗) y un objeto C ∈ Obj(C) que sea una
coálgebra, un comódulo (a izquierda) es un objeto M de la misma categorı́a C junto con
un morfismo de estructura ρ− : M → C ⊗M que verifica las siguientes dos condiciones
de coasociatividad y counitaridad:
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(coasociatividad) M
ρ− //

ρ−

��

C ⊗M

id⊗ρ−

��

(counitariedad) M
ρ− //

GGGGGGGGG

GGGGGGGGG C ⊗M

ε⊗id

��
C ⊗M

∆⊗id// C ⊗ C ⊗M k ⊗M

Análogamente se definen comódulos a derecha (la convención para el morfismo de es-
tructura en este caso es llamarlo ρ+).

Si f : M → N es un morfismo en C entre dos C-comódulos, diremos que f es un
morfismo de comódulos en caso de que el siguiente diagrama sea conmutativo:

M
f //

ρ−M
��

N

ρ−N
��

C ⊗M
idC⊗f // C ⊗N

Denotaremos por ComC(M,N) al conjunto de morfismos de C-comódulos de M en N .
Llamaremos CM (resp. MC) a la categorı́a de C-comódulos a izquierda (resp. a dere-

cha).
Si C y D son dos coálgebras y M es un C-comódulo a izquierda y D-comódulo a dere-

cha, diremos que las dos estructuras son compatibles (o queM es unC-D-bicomódulo) en
caso de que ρ− sea morfismo de D-comódulos, o equivalentemente que ρ+ sea morfismo
de C-comódulos, lo cual se escribe mediante el siguiente diagrama conmutativo:

M
ρ+

//

ρ−

��

M ⊗D

ρ−⊗id
��

C ⊗M
id⊗ρ+
// C ⊗M ⊗D

De la definición de coálgebra se sigue que toda coálgebra es comódulo sobre si misma,
tanto a derecha como a izquierda, tomando ρ+ = ρ− = ∆. La coasociatividad implica que
las dos estructuras son compatibles.

Si C es la categorı́a de k-espacios vectoriales y C es una k-coálgebra, entonces Cop es
una coálgebra, con comultiplicación ∆op definida por ∆op := τ ◦ ∆. La categorı́a CM se
identifica con MCop . Si C y D son dos k-coálgebras, entonces C ⊗ D es una k-coálgebra,
la categorı́a de C-D-bicomódulos se identifica con la categorı́a de C ⊗ Dop-comódulos.
En particular, los espacios vectoriales que son simultaneamente C-comódulos a derecha
y C-comódulos a izquierda con coacciones compatibles se identifican con los C ⊗ Cop-
comódulos; denotaremos en el futuro Ce := C ⊗ Cop.

Como ejemplos básicos, si A es una k-álgebra de dimensión finita y N es un A-módu-
lo a derecha, entonces N∗ = Homk(N, k) es un A∗-comódulo a izquierda tomando como
morfismo de estructura al adjunto a la multiplicación m : N ⊗ A → N junto a la identifi-
cación A∗ ⊗N∗ ∼= (N ⊗ A)∗.
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Casi recı́procamente, si C es una k-coálgebra (sin importar si es o no de dimensión
finita), entonces C∗ siempre es un álgebra tomando como multiplicación a la composición
de la flecha natural C∗ ⊗ C∗ → (C ⊗ C)∗ con la adjunta de la comultiplicación ∆∗ : (C ⊗
C)∗ → C∗. De la misma manera, si M es un C-comódulo (a izquierda) entonces M∗ es un
C∗-módulo (a derecha). Por otro lado, M mismo es un C∗-módulo a derecha, definiendo
m.φ := φ(m−1)m0 donde φ ∈ C∗, m ∈ M y m−1 ⊗ m0 = ρ−(m) (signo de sumatoria
sobre-entendido). De cualquier manera, no todo C∗-módulo a derecha ‘provienen’ de C-
comódulos a izquierda, por ejemplo todo C-comódulo es lı́mite directo de subcomódulos
de dimensión finita, y esta aseveración no tiene por que ser cierta para un C∗-módulo
a derecha en general. Los C∗-módulos que son C-comódulos son los llamados módulos
racionales.

Consideremos como coálgebra a k[G] donde G es un grupo cualquiera. Si M es un k-
espacio vectorial con una G-graduación (i.e. M = ⊕g∈GMg, suma directa como k-espacio
vectorial) entonces M es un k[G]-comódulo definiendo ∆(m) =

∑
g∈G g ⊗ mg en donde

m =
∑

g∈Gmg es la escritura que da la descomposición de acuerdo a la G-graduación de
M (notar que aunque G fuera eventualmente infinito, la suma anterior siempre es finita).
Recı́procamente todo k[G]-comódulo es exactamente un k-espacio vectorial G-graduado
pues si m ∈M entonces ∆(m) se escribirá de manera única como una suma de elementos
de la forma g ⊗mg, y esto da una graduación. Es sencillo verificar que las construcciones
son recı́procas.

Si G es un grupo de Lie y X es una variedad suave provista de una acción suave de
G, entonces C∞(X) es un C∞(G)-comódulo identificando como siempre C∞(G × X) ∼=
C∞(G)⊗̂C∞(X).

Si C es una coálgebra en la categorı́a de espacios vectoriales sobre un cuerpo k, enton-
ces la categorı́a CM de C-comódulos es una categorı́a abeliana, más adelante le aplicare-
mos la construcción de Verdier y consideraremos su categorı́a derivada D(CM). Llama-
remos D(C) a la categorı́a D(CM).

Antes de finalizar esta sección comentaremos algunas propiedades básicas del Hom
en la categorı́a CM pues serán propiedades e invariantes que se generalizarán a las cate-
gorı́as de homotopı́a y derivada.

Si C es una coálgebra en una categorı́a monoidal (C,⊗), M un C-comódulo y V un
objeto cualquiera de C, entonces C ⊗ V es un C-comódulo con morfismo de estructura
ρ− = ∆ ⊗ id. Estos comódulos jugarán un rol especial, pues a partir de la siguiente pro-
piedad con respecto al Com resultan C-inyectivos relativos a C. Se tiene una biyección
natural:

ComC(M,C ⊗ V ) ∼= HomC(M,V )

Las aplicaciones son:

dada f : M → C ⊗ V morfismo de C-comódulos, se le asigna (ε ⊗ id) ◦ f : M →
k ⊗ V = V .
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dada g : M → V un morfismo cualquiera en C, se le asigna (id⊗ g)ρ−M .

La verificación de que son aplicaciones inversas es idéntica al caso en que (C,⊗) =
(V ectk,⊗k), sólo hace uso de los axiomas que definen la categorı́a CM a partir de C. Como
consecuencia, si V es un objeto inyectivo en la categorı́a C, entonce C ⊗ V es inyectivo en
la categorı́a CM.

En el caso particular de coálgebras sobre un cuerpo k, tenemos que ComC(C,C) =
ComC(C,C⊗k) = Homk(C, k) = C∗, pero más aún, es claro queComC(C,C) es un álgebra
con la composición, por otro lado, si C es una k-coálgebra, C∗ es una k-álgebra, y cabe
preguntarse si el morfismo de adjunción es un morfismo de álgebras, y la respuesta es si,
pues si f, g : C → C son morfismos de C-comódulos y c ∈ C, entonces

(ε ◦ f) ∗ (ε ◦ g)(c) = ε(f(c1))ε(g(c2)) =

= ε (f(c1εg(c2))) = ε (f ((id⊗ ε)(c1 ⊗ g(c2)))) =

= ε (f ((id⊗ ε)∆(g(c)))) = ε(f(g(c))) =

= ε ◦ (f ◦ g)(c)
Si nos proponemos calcular ComCe(C,C), es claro que ComCe(C,C) ⊆ ComC(C,C) ∼=

C∗ y además es una subálgebra, de hecho, bajo la identificación ComC(C,C) ∼= C∗ resulta
ComCe(C,C) ∼= Z(C∗). Para esto consideremos f : C → k y veamos qué condiciones
aseguran que el correspondiente morfismo de comódulos a izquierda f ′ = (id ⊗ f)∆ :
C → C sea también morfismo de C-comódulos a derecha:

Si f ′ = (id ⊗ f)∆ : C → C es un morfismo de C-comódulos a derecha, entonces
(f ′ ⊗ id)∆ = ∆f ′, en notacion de Sweedler, dado un c ∈ C tenemos la igualdad

c1f(c2)⊗ c3 = c1 ⊗ c2f(c3)

lo cual implica (aplicando ε a la izquierda) que

f(c1)c2 = c1f(c2)

Si ahora g : C → k es un elemento cualquiera de C∗, aplicando g a la igualdad anterior
tenemos que

g (f(c1)c2) = f(c1)g(c2) = g (c1f(c2)) = g(c1)f(c2)

o sea que f ∗ g = g ∗ f , por lo tanto f ∈ Z(C∗). Ver recı́procamente que si f : C → C es un
morfismo de Ce-comódulos entonces ε◦f ∈ Z(C∗) es también consecuencia de un cálculo
inmediato, pues por la condición de colinearidad a derecha e izquierda de f tenemos que
para cualquier c ∈ C vale la igualdad

c1 ⊗ f(c2)⊗ c3 = f(c)1 ⊗ f(c)2 ⊗ f(c)3

Aplicando ε en el medio, obtenemos la igualdad

c1f̂(c2)⊗ c3 = f(c)1 ⊗ f(c)2
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donde f̂ := ε ◦ f . Vemos entonces que o bien aplicando ε a la derecha o bien aplicando
ε a la izquierda, en ambos casos del lado derecho de la ecuación obtenemos f(c), lo que
implica que

f̂(c1)c2 = c1f̂(c2)

y esta condición hemos visto anteriormente que implica que f̂ ∈ Z(C∗).
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2. Los funtores Hoch∗ y H∗

Sea C una coálgebra en la categorı́a de espacios vectoriales sobre un cuerpo fijo k. En
lo que sigue, escribiremos⊗ por⊗k y Hom(−,−) por Homk(−,−). En [Doi 81], Doi define
dos teorı́as de cohomologı́a asociadas a una coálgebra C y a un bicomódulo M por medio
de complejos standard, estos complejos son los siguientes:

CHoch(M,C) := M
b //M ⊗ C

b //M ⊗ C⊗2 b // ...

CH(M,C) := Hom(M,k) d // Hom(M,C) d // Hom(M,C⊗2)
d // ...

donde b : M ⊗ C⊗n →M ⊗ C⊗n+1 está definida por

b(m⊗ c1 ⊗ . . .⊗ cn) = ρ+(m)⊗ c1 ⊗ . . .⊗ cn+

+
n∑

i=1

(−1)im⊗ c1 ⊗ . . .⊗∆(ci)⊗ . . .⊗ cn + (−1)n+1t(ρ−(m)⊗ c1 ⊗ . . .⊗ cn)

En esta fórmula t : C ⊗ M ⊗ C⊗n+1 → M ⊗ C⊗n+2 es el morfismo que coloca el pri-
mer factor del producto tensorial en el último lugar. El diferencial del segundo complejo
está definido por

d : Hom(M,C⊗n) → Hom(M,C⊗n+1)

d(f)(m) = (f ⊗ id)ρ+(m) +
n∑

i=1

(−1)i∆i(f(m)) + (−1)n+1t(id⊗ f)(ρ−(m))

donde ∆i(c1 ⊗ . . .⊗ cn) := c1 ⊗ . . .⊗∆(ci)⊗ . . .⊗ cn.
Por definición, Hoch∗(M,C) = H∗(CHoch(M,C)) y H∗(M,C) = H∗(CH(M,C)). Notare-

mos también Hoch∗(C) = Hoch∗(C,C) y H∗(C) = H∗(C,C).

Ejemplo: Hoch0(M,C) = {m ∈ M / ρ+(m) = tρ−(m)}, es decir que Hoch0 mide la
cosimetrı́a de M . En el caso M = C, Hoch0(C) = C si y sólo si C es coconmutati-
va. Notemos que en el caso de que C sea coconmutativa, tomando los complejos pa-
ra M = C, tanto para Hoch∗ como para H∗, el primer diferencial es nulo, en ese caso
H1(C) = {f : C → C / ∆f = (f ⊗ 1 + 1 ⊗ f)∆}, es decir, las coderivaciones de C en C.
En el caso general, la imagen del primer diferencial del complejo CH(C,C) no tiene por
que ser nulo, los elementos del Hom(C,C) que están en la imagen de este diferencial son
precisamente las coderivaciones que se llaman interiores, se tiene entonces siempre que
H1(C) = Coder(C)/Inn(C).

En el mismo trabajo [Doi 81], Doi da una caracterización de estas dos teorı́as de coho-
mologı́a en términos de funtores derivados, que es la siguiente:

Hoch∗(M,C) = Cotor∗Ce(M,C)
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H∗(M,C) = Ext∗Ce(M,C)

donde Ce = C ⊗ Cop es la llamada coálgebra envolvente y se ha identificado la categorı́a
de C-bicomódulos con la de Ce-comódulos. El bifuntor Ext∗Ce(−,−) no necesita mayor
presentación, el funtor Cotor∗Ce(−,−) es por definición el funtor derivado del producto
cotensorial −�Ce−. La razón por la que la mencionada caracterización en términos de
funtores derivados es válida es que en la categorı́a de comódulos, existe una resolución
standard que es la proveniente de la adjunción:

ComC(M,C ⊗ V ) = Hom(M,V )

Esta adjunción da lugar, para cada C-comódulo M , a un complejo standard cuyo diferen-
cial se denota b′:

M
b′=ρ+
//M ⊗ C

b′ //M ⊗ C⊗2 b′ // ...

b′(m⊗ c1 ⊗ . . .⊗ cn) := ρ+(m)⊗ c1 ⊗ . . .⊗ cn +
n∑

i=1

(−1)im⊗ c1 ⊗ . . .⊗∆(ci)⊗ . . .⊗ cn

Este complejo es exacto pues tiene como homotopı́a de contracción a (−1)nid ⊗ ε : M ⊗
C⊗n →M ⊗C⊗n−1. Como en la categorı́a de espacios vectoriales todo objeto es inyectivo,
se sigue que C ⊗ V es un objeto inyectivo en la categorı́a de C-comódulos, por lo tanto
la resolución standard es una resolución inyectiva. Tomando esta resolución inyectiva en
particular para calcular Hoch∗ o H∗ se llega al complejo standard definido por Doi.

En el caso de trabajar con una coálgebra sobre un anillo que no es necesariamente un
cuerpo, Hoch∗ no tiene porque ser un Cotor, y H∗ no tiene porque ser un Ext, pues no
todo módulo sobre el anillo de base tiene que ser inyectivo. Sin embargo, la resolución
standard sigue siendo exacta, y los objetos son inyectivos relativos a los morfismos k-
split, por lo tanto, en el caso general, Hoch∗ y H∗ son funtores derivados relativos. En
el caso topológico sucede el mismo tipo de fenómeno, si se toma como definición de
Hoch∗ y de H∗ la misma que la dada anteriormente, sustituyendo ⊗ por ⊗̂π, entonces
estos funtores son un Cotor y un Ext relativos a los morfismos que sean (continuamente)
split, sin embargo, para cierto tipo de espacios en [F-S 98b] demostramos que Hoch∗ y
H∗ son funtores homológicos con respecto a sucesiones exactas cortas topológicas que no
sean necesariamente C-split.

2.1. Invariancia Morita - Takeuchi

Una de las propiedades fundamentales de estas dos teorı́as de cohomologı́a es la si-
guiente:

Teorema 2.1. Sean C yD dos k-coálgebras tales que existen bicomódulos CPD y DQC verificando
P�DQ ∼= C y Q�CP ∼= D (isomorfismos de bicomódulos). Entonces, para todo C-bicomódulo M

Hoch∗(M,C) ∼= Hoch∗(Q�CM�CP,D)
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H∗(M,C) ∼= H∗(Q�CM�CP,D)

En particular H∗(C) ∼= H∗(D) y Hoch∗(C) ∼= Hoch∗(D).

Observación: Es sabido, después de Takeuchi [Tak 77a] que dadas dos k-coálgebras C
y D, toda equivalencia entre C-comódulos y D-comódulos esta dada por un par de bi-
comódulos como los del enunciado del teorema. La última frase del enunciado del teore-
ma anterior puede re-escribirse de la siguiente manera: sean C y D dos k-coálgebras tales
que CM∼= DM como k-categorı́as, entonces Hoch∗(C) ∼= Hoch∗(D) y H∗(C) ∼= H∗(D).

La primera demostración de este hecho ha sido dada en [F-S 98a], no la reproducire-
mos aquı́ , tan sólo la comentaremos. La demostración de la invariancia se basa en que
las equivalencias de categorı́as son funtores exactos y preservan objetos inyectivos, por lo
tanto, envı́an resoluciones inyectivas en resoluciones inyectivas. Partiendo de una resolu-
ción inyectiva de C → X∗ como Ce-comódulo, aplicando el funtor Q�C −�CP se obtiene
una resolución de D = Q�CC�CP → Q�CX∗�CP como De-comódulo; utilizando esta
resolución en particular se tiene

H∗(M,C) = Ext∗Ce(M,C) = H∗(HomCe(M,X∗)) ∼=

∼= H∗(HomDe(Q�CM�CP,Q�CX∗�CP )) = Ext∗De(Q�CM�CP,D) =

= H∗(Q�CM�CP,D)

Para Hoch∗, los argumentos son similares. Notar que en la demostración que acaba-
mos de realizar, lo único que utilizamos es que exista una equivalencia de categorı́as
F : Ce-comod∼= De-comod tal que F (C) = D, en ese caso, lo que se demuestra es que
H∗(M,C) ∼= H∗(F (M), D). Ejemplos de coálgebras en las que se dan estos fenómenos son
las llamadas coálgebras de Azumaya; en el mismo trabajo [F-S 98a] estudiamos también
estas coálgebras desde el punto de vista cohomológico. Señalamos que como la demostra-
ción de la invariancia de Hoch∗ es sutilmente diferente, las hipótesis más débiles para de-
mostrar la invariancia también son sutilmente diferentes. Remitimos al lector a [F-S 98a]
para los detalles sobre este punto.

Observación: Si escribimos H∗(C) = ⊕n≥0Ext
n
Ce(C,C), vemos que con el producto de ex-

tensiones, H∗ es un álgebra graduada. Si F : Ce-comod→ De-comod es una equivalencia
entonces induce isomorfismos ExtnCe(C,C) → ExtnDeF (C), F (C)), y es claro que el iso-
morfismo inducido por F respeta la multiplicación de extensiones, luego el isomorfismo
Ext∗Ce(C,C) ∼= Ext∗De(F (C), F (C)) es multiplicativo. Como consecuencia obtenemos la si-
guiente afirmación: sean C y D dos k-coálgebras equivalentes Morita-Takeuchi, entonces
se tiene un isomorfismo de álgebras graduadas H∗(C) ∼= H∗(D).
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2.2. Ejemplos de cálculos

2.2.1. (co)Álgebras de dimensión finita

Sea C una k-coálgebra tal que dimk(C) < ∞, llamemos A al álgebra C∗. En este caso,
por ser A de dimensión finita, A∗ se identifica con C, veremos entonces la relación entre
Hoch∗(C,C), H∗(C,C), H∗(A,A) y H∗(A,A).

Proposición 2.2. Si C es una k-coálgebra de dimensión finita y si A = C∗, entonces

Hoch∗(C) = H∗(A,A)∗

H∗(C,C) = H∗(A,A)

donde la H del lado derecho de las igualdades denota la homologı́a y cohomologı́a de Hochschild de
álgebras.

Demostración: Demostraremos los isomorfismos al nivel de los complejos standard. Co-
mo C, y por lo tanto C⊗n son de dimensión finita para cada n ∈ N, entonces la aplicación
de Hom(C,C⊗n) en Hom(A⊗n, A) dada por f 7→ f ∗ es un isomorfismo de espacios vecto-
riales, habiendo identificado (C⊗n)∗ ∼= (C∗)⊗n = A⊗n.

Llamemos como siempre:
∆i : C⊗n → C⊗n+1

c1 ⊗ . . .⊗ cn 7→ c1 ⊗ . . .⊗∆(ci)⊗ . . .⊗ cn

mi : A⊗n+1 → A⊗n

a1 ⊗ . . .⊗ an+1 7→ a1 ⊗ . . .⊗ aiai+1 ⊗ . . .⊗ an+1

Dada f : C → C⊗n, calculemos (b(f ∗))∗ y veamos que es igual a bHoch(f):
Como (b(f ∗))∗ : (A⊗n+1)∗ → A∗, dado c ∈ A∗, (b(f ∗))∗(c) ∈ (A⊗n+1)∗, aplicamos enton-

ces este elemento a un producto a1 ⊗ . . .⊗ an+1.

(b(f ∗))∗(c)(a1 ⊗ . . .⊗ an+1) = c (b(f ∗)(a1 ⊗ . . .⊗ an+1)) =

= c (a1.f
∗(a2 ⊗ . . .⊗ an+1)) + c

(
n∑

i=1

(−1)if ∗(a1 ⊗ . . .⊗ aiai+1 ⊗ . . .⊗ an+1)

)
+

+c
(
(−1)n+1f ∗(a1 ⊗ . . .⊗ an)an+1

)
=

= c

(
(m(id⊗ f ∗) +

n∑
i=1

(−1)if ∗mi + (−1)n+1m(f ∗ ⊗ id))(a1 ⊗ . . .⊗ an+1)

)
evaluando, tenemos que la última expresión es igual a

c

(
((id⊗ f)∆ +

n∑
i=1

(−1)i∆if + (−1)n+1(f ⊗ id)∆)∗(a1 ⊗ . . .⊗ an+1)

)
=

11



c (bHoch(f)∗(a1 ⊗ . . .⊗ an+1)) =

= (bHoch(f)∗(a1 ⊗ . . .⊗ an+1)) (c) =

= (a1 ⊗ . . .⊗ an+1) (bHoch(f)(c)) =

= (bHoch(f)(c)) (a1 ⊗ . . .⊗ an+1)

Como esto es cierto para cualquier elemento (a1 ⊗ . . . ⊗ an+1), entonces bHoch(f)(c) =
(b(f ∗))∗(c) para todo c, luego (b(f ∗))∗ = bHoch(f).

El caso de Hoch∗(C,C) es más fácil, llamando

T : C⊗n 7→ C⊗n

c1 ⊗ . . .⊗ cn 7→ (−1)nc2 ⊗ . . .⊗ cn ⊗ c1

t : A⊗n 7→ A⊗n

a1 ⊗ . . .⊗ an 7→ (−1)nan ⊗ a1 ⊗ . . .⊗ an−1

resulta claramente que t = T ∗, T = t∗ y obviamente mi = ∆∗i y ∆i = m∗i , luego b∗Hoch = b y
b∗ = bHoch, por lo tanto Hoch∗(C,C) = H∗(A,A)∗ y H∗(A,A) = Hoch∗(C,C)∗.

2.2.2. La coálgebra tensorial TV

Sea V un k-espacio vectorial de dimensión finita, consideramos el espacio vectorial
TV = ⊕n≥0V

⊗n, pero en vez de mirarlo como álgebra, lo dotamos de una estructura de
coálgebra (graduada) a través de la comultiplicación

∆ : TV → TV ⊗ TV

(v1, . . . , vn) 7→
n∑

i=0

(v1, . . . , vi)⊗ (vi+1, . . . , vn)

donde, por convención, v0 = vn+1 = 1, vi ∈ V , y (v1, . . . , vn) ∈ V ⊗n ⊂ TV . El cálculo
de Hoch∗(TV ) y H∗(TV ) (donde no consideraremos la graduación de la coálgebra TV )
se basa en la existencia de una resolución inyectiva pequeña para este caso en particular.
Los resultados que aquı́ expondremos fueron publicados en [F-S 98a]

Lema 2.3. (Lemma 2.8 de [F-S 98a]) El siguiente complejo es una resolución inyectiva de TV
como TV -bicomódulo.

0 // TV
∆ // TV ⊗ TV

d // TV ⊗ V ⊗ TV // 0

donde d está definida por:
d(1⊗ 1) = 0

d(1⊗ w1...wr) = 1⊗ w1 ⊗ w2...wr

d(v1...vk ⊗ 1) = −v1...vk−1 ⊗ vk ⊗ 1

d(v1...vk ⊗ w1...wr) = v1...vk ⊗ w1 ⊗ w2...wr − v1...vk−1 ⊗ vk ⊗ w1...wr

con vi, wj ∈ V , 1 ≤ i ≤ k y 1 ≤ j ≤ r.
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La demostración completa se encuentra en [F-S 98a], aquı́ comentaremos los puntos
principales.

Es claro que, salvo en lugar cero, los bicomódulos son T e-inyectivos, a mano se de-
muestra que d∆ = 0 y que d es morfismo de TV -bicomódulos. Para probar la exactitud,
se define la homotopı́a de contracción:

h0 = Id⊗ ε : TV ⊗ TV → TV

h1 : TV ⊗ V ⊗ TV → TV ⊗ TV

h1(v1...vk ⊗ x⊗ w1...wr) =
k∑

i=0

v1...vi ⊗ vi+1...vkxw1...wr

donde vi, x, wj ∈ V , 1 ≤ i ≤ k y 1 ≤ j ≤ r.

Como corolario, se tiene que para cualquier TV -bicomódulo M :

Corolario 2.4. Dado un TV -bicomódulo M , para todo n ≥ 2:

Hn(M,TV ) = Hochn(M,TV ) = 0

Para el caso particular de M = TV :

Corolario 2.5. Si dimk(V ) ≥ 2 entonces

H0(TV, TV ) = k

Hoch0(TV, TV ) = TV σ

H1(TV, TV ) = Coder(TV )/Inn(TV )

Hoch1(TV, TV ) = TVσ

donde TV σ =
⊕

n≥0 V
⊗nσ y V ⊗nσ son los invariantes de V ⊗n bajo la acción de Z/Zn (el generador

σ de Z/Zn actúa en V ⊗n por la fórmula σ(v1...vn) = vnv1...vn−1).

Observación: Si dimk(V ) = 1, elegimos un generador x, V = k.x y TV ∼= k[x]. Fórmulas
análogas a las de TV valen pero ahora Zn actúa trivialmente sobre (kx)⊗n, luego

H0(k[x], k[x]) = k[x]∗

H1(k[x], k[x]) = Homk(k[x], k.x) = k[x]∗.x

Hoch0(k[x], k[x]) = k[x]

(k[x] es coconmutativa),

Hoch1(k[x], k[x]) = k[x]⊗ k.x = k[x].
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2.2.3. La coálgebra coconmutativa sh(V )

Sea V un espacio vectorial de dimensión finita, con base {x1, . . . , xr}. Para cada i, 1 ≤
i ≤ r, consideremos el espacio vectorial k[xi] = T (k.xi) = ⊕n≥0k.x

n
i . La estructura de

coálgebra está definida como en el ejemplo anterior:

∆(xn
i ) =

n∑
k=0

xk
i ⊗ xn−k

i

Por definición, sh(V ) = sh(kx1 ⊕ · · · ⊕ k.xr) = k[x1]⊗ k[x2]⊗ . . .⊗ k[xr].
El caso r = 1 es el único en que coincide con el ejemplo anterior, pues esta coálgebra

es siempre coconmutativa, el cálculo de su cohomologı́a es sencillo, después de haber
demostrado la siguiente proposición:

Proposición 2.6. Sean C y D dos k-coálgebras, entonces

Hoch∗(C ⊗D) ∼= Hoch∗(C)⊗Hoch∗(D)

Demostración: Sea C → X∗ una resolución Ce-inyectiva de C y sea D → Y∗ una resolu-
ción De-inyectiva de D. Por la fórmula de Künneth, C ⊗D → X∗ ⊗ Y∗ es una resolución,
además, como en cada grado Xn (resp. Yr) es un sumando directo de un Ce-comódulo
del tipo (Ce)(I) (resp. de un De-comódulo del tipo (De)(J)), entonces Xn ⊗ Yr es un su-
mando directo de un comódulo del tipo (Ce)(I) ⊗ (De)(J) ∼= ((C ⊗ D)e)(I×J), por lo tanto
(C⊗D)e-inyectivo. Como (X∗⊗Y∗)n = ⊕p+q=nXp⊗Yq, entonces (X∗⊗Y∗)n es un comódu-
lo (C ⊗ D)e-inyectivo, y resulta ası́ que C ⊗ D → X∗ ⊗ Y∗ es una resolución inyectiva.
Tomando esta resolución inyectiva en particular, obtenemos que

Hoch∗(C ⊗D) = H∗((X∗ ⊗ Y∗)�(C⊗D)eC ⊗D) ∼= H∗((X∗�CeC)⊗ (Y∗�DeD)) ∼=
∼= H∗(X∗�CeC)⊗H∗(Y∗�DeD) = Hoch∗(C)⊗Hoch∗(D)

Por lo tanto, Hoch∗(sh(V )) es, en cada grado n, un sh(V )-comódulo isomorfo a sh(V )(
n
r).

2.2.4. El dual restringido k[x]0

Suponemos para este ejemplo k = k, o sea, k un cuerpo algebraicamente cerrado, y
suponemos también que tiene caracterı́stica cero. Es sabido que otra manera de presentar
el ejemplo precedente, es decir que sh(V ) es la componente irreducible que contiene a ε
de k[V ]0, por lo tanto, no será sorprendente que para este ejemplo utilicemos los cálculos
anteriores. Es bien sabido que k[x]0 puede identificarse con la subálgebra de k[|s|] de se-
ries formales generada por los polinomios y las funciones exponenciales. A su vez, esta
subálgebra (que es un álgebra de Hopf, donde cada exponencial es un elemento group-
like) es una suma directa k[x]0 = k[s, eλs]λ∈k = ⊕λ∈kk[s].e

λs. Utilizando el corolario 5.7 del
teorema de escisión 5.5 de la sección 4, sabemos que si C = ⊕i∈ICi es una suma directa
de coálgebras, entonces Hoch∗(C) = ⊕i∈IHoch

∗(Ci), luego

Hoch∗(k[x])0 = ⊕λ∈kHoch∗(k[s]).eλs = Hoch∗(k[s])⊗ k[(k,+)].
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2.3. Las distribuciones D(X), un ejemplo topológico

Aquı́ calcularemos la versión topológica deHoch∗ para la coálgebra topológicaD(X)=
distribuciones sobre una variedad diferenciable compacta X .

Si X es una variedad suave compacta, Connes [Co 85] prueba que existe una resolu-
ción de C∞(C) como C∞(X × X) = C∞(X)⊗̃C∞(X)-módulo formada por módulos Ei

que son C∞(X × X)-proyectivos de tipo finito, tales Ei ⊗C∞(X×X) C
∞(X) ∼= Ωi(X), y el

diferencial dE∗ ⊗ id es nulo. Más aún, la resolución que obtiene es C-split.
Como la resolución es C-split (con splitting continuo), entonces la sucesión ((E∗)′, d′)

es también C-split, y por lo tanto exacta (aquı́ el funtor (−)′ denota el dual continuo).
Como los Ei son proyectivos de tipo finito, entonces son sumandos directos de C∞(X ×
X)n para algún n ∈ N, luego se sigue que (Ei)′ es un sumando directo de D(X × X)n y
por lo tanto son D(X ×X) = D(X)ôtD(X)op inyectivos, y además

(Ei)′�D(X×X)D(X) ∼= (C∞(X)⊗C∞(X×X) E
i)′

(la finita generación de Ei es esencial para la validez de este isomorfismo) y el diferencial
es el traspuesto de d⊗ id, que era cero. Concluimos entonces que

Hochn(D(X)) = HHn(C∞(X))′ = (Ωn(X))′ =: Ωn
D(X)
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2.4. Localización

La localización de coálgebras es una construcción que fue llevada a cabo por Takeuchi
en [Tak 77a] para coálgebras sobre un cuerpo con topologı́a discreta y espacios vectoria-
les topológicos con topologı́as lineales. En [F-S 98b] hemos realizado las construcciones
correspondientes para el caso de k = R o k = C y topologı́as localmente convexas, con
miras al ejemplo de la coálgebraD(X) de distribuciones sobre una variedad diferenciable
real compacta X . El principal problema de la construcción de la localización es que nos
posiciona en una categorı́a de espacios topológicos, aún cuando se haya comenzado con
una coálgebra ‘usual’.

Antes de dar la construcción de la coálgebra localizada, la pregunta básica es ¿con
respecto a qué subconjuntos se localiza? En el caso de álgebras, dada un álgebra A, un
subconjunto multiplicativo S ⊂ Z(A) puede verse o bien como un subconjunto de Z(A),
o bien como un subconjunto de los morfismos HomAe(A,A), más aún, los elementos de
S dan, para cada A-módulo M , un subconjunto de los endomorfismos de M . La locali-
zación, en el contexto de álgebras y módulos, es un funtor de la categorı́a de A-mod en
la categorı́a de AS-mod que transforma los elementos de S en isomorfismos de la cate-
gorı́a de AS-mod, y además, este funtor es universal con respecto a todos los funtores
A-mod→ B-mod con esa propiedad.

Volviendo a las coálgebras, hemos visto en la sección 1 que los endomorfismos de una
coálgebra C (vista C como C-comódulo a izquierda) están en correspondencia 1-1 con el
álgebra dual

ComC(C,C) ∼= C∗

f 7→ ε ◦ f

y bajo esta identificación, ComCe(C,C) = Z(C∗).
Luego, los subconjuntos multiplicativos de los endomorfismos de C se correspon-

den con los subconjuntos multiplicativos del álgebra Z(C∗), por lo que la respuesta a
la pregunta anterior ahora es clara. Los subconjuntos multiplicativos asociados a una
coálgebra C serán por definición los subconjuntos multiplicativos del álgebra Z(C∗) =
ComCe(C,C).

Se busca ahora resolver el siguiente problema universal:
Dada C una coálgebra y S ⊂ Z(C∗) un subconjunto multiplicativo, buscamos una

coálgebra C[S] y un morfismo de coálgebras π : C[S] → C tal que s ◦ π ∈ C∗[S] sea una
unidad para todo elemento s ∈ S, y que además π : C[S] → C sea universal con respecto
a esa propiedad, es decir, que si f : D → C es un morfismo de coálgebras tal que f ∗(S) ⊂
(U(Z(D∗))) entonces existe f̃ : D → C[S] tal que f = π ◦ f̃ . En diagramas, esta propiedad
se escribe como

D > OO

ef>
�
�

f // C

C[S]

π

==zzzzzzzz
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Notar que esta propiedad universal es la dual de la propiedad universal de la localiza-
ción de álgebras (con respecto a subconjuntos multiplicativos centrales). Antes de dar la
construcción en general, veamos un ejemplo:

Ejemplo: Sea A una k-álgebra de dimensión finita, S ⊂ Z(A) un subconjunto multiplica-
tivo y sea C = A∗. Identificando A ∼= A∗∗ consideramos a S ⊂ C∗ y suponemos además
que dimk(AS) < ∞. Entonces el problema anterior de la localización de coálgebras tiene
solución, y es C[S] = (AS)∗, π = j∗S : C[S] → C, donde jS : A→ AS es el morfismo canónico
para la localización.

Demostración: Ante todo, veamos que sπ ∈ U(Z(C∗[S])) ∀s ∈ S:
Sea s ∈ S, entonces se tiene el siguiente diagrama conmutativo:

A
jS //

��

AS

��
A∗∗

j∗∗S // (AS)∗∗

Las dos flechas verticales son isomorfismos, y es claro que jS(S) ⊂ U(Z(AS)), por lo tanto
j∗∗S (S) ⊂ U(Z((AS)∗∗)), o sea que sπ = sj∗S = j∗∗S (s) ∈ U(Z(A∗∗S )) = U(Z(C∗[S])) como
se querı́a demostrar. Veamos además que π : C[S] → C es universal con respecto a esa
propiedad. Sea f : D → C un morfismo de coálgebras tal que sf ∈ U(Z(D∗))∀s ∈ S y
consideremos el diagrama de las álgebras duales

A

f∗

��

jS // AS > //

bf>
w

w

w
w

D∗

Por la propiedad universal de jS : A → AS , existe f̂ : AS → D∗ tal que f̂ jS = f ∗, luego
f ∗∗ = (f̂ jS)∗ = j∗S f̂

∗ y se tiene el siguiente diagrama conmutativo:

C[S]
π // C

D∗∗

bf∗ OO f∗∗
==||||||||
Doo

f

OO

Se define entonces f̃ := f̂ ∗iD donde iD : D → D∗∗ es la inclusión de D en su doble
dual; es claro que definido de esta manera, f = πf̃ . Faltarı́a ver que f̃ es un morfismo
de coálgebras, pero esto es sencillo pues f̂ es un morfismo de álgebras, luego se tiene el
siguiente diagrama conmutativo

D
iD //

∆D

��

D∗∗

m∗

��

bf∗ // C[S]

∆C[S]
=(mAS

)∗

��
D ⊗D // (D∗ ⊗D∗)∗

( bf⊗ bf)∗ // C[S] ⊗ C[S]
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donde m : D∗ ⊗D∗ → D∗ es la multiplicación de D∗, definida como la composición de la
inclusión natural D∗ ⊗ D∗ ⊂ (D ⊗ D)∗ y la traspuesta de la comultiplicación ∆∗D : (D ⊗
D)∗ → D∗. En el diagrama anterior, el cuadrado de la izquierda es siempre conmutativo
(la flecha horizontal inferior es la composición de las dos inclusiones canónicas D ⊗D ⊂
D∗∗ ⊗D∗∗ ⊂ (D∗ ⊗D∗)∗), y el cuadrado de la derecha es conmutativo pues es el dual del
diagrama que dice que f̂ es un morfismo de álgebras.

Como hemos visto en este ejemplo, dado que la propiedad universal de C[S] → C es
dual a la propiedad universal de la localización de álgebras, en el caso en que es posible
dualizar resulta C[S] = (C∗)∗S . Describiremos entonces la construcción de AS de manera
tal que permita ser dualizada; de este modo se llega a la construcción de Takeuchi.

Proposición 2.7. Sea A una k-álgebra y S un subconjunto no vacı́o multiplicativamente cerrado
de Z(A). Entonces:

Dotando a S del orden dado por la divisibilidad, S es un conjunto parcialmente ordenado,
por lo tanto S define un sistema inductivo s : A 1

s′
→ A 1

ss′
(A1

p
es un A-módulo libre de

rango uno con base 1
p
, s : A 1

ss′
→ A 1

s′
está definido por 1

s′
7→ s

ss′
).

ĺım
→S
A1

s
∼= AS .

Demostración: Antes que nada, notemos que ĺım
→S
A1

s
es un álgebra pues se tienen morfis-

mos
A

1

s
⊗ A

1

s′
→ A

1

ss′

a
1

s
⊗ a′

1

s′
7→ a.a′

1

s.s′

Tomando lı́mite sobre el sistema {s.s′}s,s′∈S y usando que ⊗ conmuta con lı́mites induc-
tivos, se tiene un morfismo ĺım

→S
A1

s
⊗ ĺım
→S
A 1

s′
→ ĺım
→S.S′

A 1
s.s′

= ĺım
→S
A1

s
. Esta multiplicación es

claramente asociativa y el uno es la imagen de 11
1
.

Definiremos morfismos naturales entre el lı́mite y el localizado y luego veremos que
las respectivas composiciones son las respectivas identidades.

Por cada s ∈ S se tiene el morfismo canónico

A
1

s
→ AS

a.
1

s
7→ a

s

que claramente es compatible con el sistema inductivo, luego define un morfismo ĺım
→S
A1

s
→

AS . A su vez, se tiene un morfismo A = A1
1
→ ĺım
→S
A1

s
. Veamos que, por este morfismo, los

elementos de S son enviados en unidades:
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Sea x la imagen de 1. 1
s0

en ĺım
→S
A1

s
, entonces, dada la conmutatividad del diagrama

A = A1
1

$$H
HHHHHHHH

s0 // A 1
s0

��
ĺım
→S
A1

s

la multiplicación de x por la imagen de s0, es la imagen del 1 de A, luego la imagen de s0,
es una unidad como se querı́a ver. Entonces, por la propiedad universal de AS se tiene un
morfismo AS → ĺım

→S
A1

s
.

La composición A→ AS → ĺım
→S
A1

s
→ AS , por definición, se factoriza por A1

1
, y resulta

igual al morfismo canónico A → AS , por lo tanto la composición AS → ĺım
→S
A1

s
→ AS

es la identidad. Para la composición ĺım
→S
A1

s
→ AS → ĺım

→S
A1

s
veamos a dónde va a parar

la imagen de un elemento a 1
s0
∈ A 1

s0
. En primer lugar, es claro que esta imagen es el

producto de las imágenes de a1
1

y de 1 1
s0

. El primer elemento, al estar en la imagen de A1
1

va a parar al elemento a
1

que a su vez va a parar a la imagen de a1
1
. El segundo elemento,

es el inverso de la imagen de s0
1
1
, por lo tanto su imagen es 1

s0
, y éste a su vez, por cómo

están definidos los morfismos con dominio AS , es enviado al inverso de la imagen de s0
1
1
,

o sea, al elemento original.

Sea ahora C una coálgebra y S ⊂ Z(C∗) un conjunto multiplicativo no vacı́o. Por cada
s ∈ S se toma C(s) = C como comódulo y se define el sistema proyectivo

{s : C(s′) → C(ss′)}s,s′∈S

donde el morfismo s es la multiplicación por s, es decir, c 7→ s(c1)c2 = (s⊗ id)(∆(c).

Definición 2.8. Llamaremos el localizado de C con respecto a S, al lı́mite ĺım
←S
C(s), y lo deno-

taremos C[S]; definimos el morfismo canónico como π : C[S] → C(1) = C.

Si bien antes tenı́amos un morfismo multiplicación bien definido en los lı́mites in-
ductivos de álgebras porque los lı́mites inductivos conmutan con el producto tensorial
algebraico, aquı́ se plantea el problema de que los lı́mites inversos no conmutan en ge-
neral con el producto tensorial. Este problema fue resuelto por Takeuchi ‘ampliando’ al
producto tensorial algebraico de la siguiente manera:

Consideremos V y W dos k-espacios vectoriales y supongamos que V y W tienen una
topologı́a tal que el cero admite una base de entornos formada por subespacios, llame-
mos {Vα}α∈A y {Wβ}β∈B a dos de estas bases de entornos. Entonces se define la siguiente
familia de subespacios de V ⊗W : {V ⊗Wβ +Vα⊗W}(α,β)∈A×B. Esta familia de subespacios
define una topologı́a lineal en V ⊗W , Takeuchi llama V ⊗̂W al espacio vectorial topológico
completado de V ⊗W con respecto a la topologı́a anterior. Dentro de las propiedades de
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este bifuntor definido en la categorı́a de k-espacios vectoriales topológicos lineales (don-
de a una topologı́a se la llama lineal en caso de que admita una base de entornos del cero
formada por subespacios) tiene las propiedades de asociatividad y conmutatividad del
producto tensorial habitual, se tiene también que k⊗̂V ∼= V ⊗̂k ∼= V̂ , y además Takeu-
chi demuestra que ⊗̂ conmuta con productos y subespacios cerrados, luego conmuta con
lı́mites inversos de objetos completos, por lo tanto, para una coálgebra completa C (i.e.
C ∼= Ĉ), C[S] es una coálgebra topológica, o sea, el lı́mite de los morfismos de comultipli-
cación de C dan un morfismo ∆C[S]

: C[S] → C[S]⊗̂C[S] que es coasociativo y counitario.
Para el caso de R o C-espacios vectoriales localmente convexos pueden recuperarse los
resultados análogos a los de Takeuchi utilizando la completación con respecto a la to-
pologı́a proyectiva del producto tensorial algebraico. Las mencionadas propiedades han
sido demostradas en [F-S 98b].

Ejemplos:

1. Sea A un k-álgebra y sea C = A∗, consideramos a C como una coálgebra topológica
con la topologı́a inducida de la topologı́a producto C = A∗ = Hom(A, k) ⊂ kA. Sea
S un subconjunto multiplicativo de Z(A), e identificamos a S ⊂ A con su imagen

en A∗∗ = C∗. Entonces C[S] = ĺım
←S
C(s) = ĺım

←S
(A1

s
)∗ =

(
ĺım
→S
A1

s

)∗
= (AS)∗.

2. Sea X una variedad diferenciable y U ⊂ X un abierto tal que existe una función
diferenciable f : X → R≥0 con X − U = f−1(0). Consideramos la coálgebra to-
pológica (coconmutativa) C = D(X) = (C∞(X))′, y SU = {g : X → C /g(u) 6=
0 ∀u ∈ U} ⊂ C∞(X) = D(X)′ (donde (−)′ denota el dual continuo). Entonces

D(X)[SU ] = ĺım
←SU

D(X)(g) = ĺım
←SU

(C∞(X)1
g
)′ =

(
ĺım
→SU

C∞(X)1
g

)′
= (C∞(X)SU

)′ =

(C∞(U))′ = D(U), las distribuciones sobre X que tienen soporte incluı́do en U .

3. SeaC una coálgebra (en el sentido usual) tal queC = C1⊕C2, dondeC1 yC2 son sub-
coálgebras de C ; las proyecciones C → Ci, i = 1, 2 son morfismos comultiplicativos
pero no counitarios, las inclusiones Ci → C, i = 1, 2 son morfismos de coálgebras.
En este caso C∗ = C∗1 × C∗2 ; sea S = {1} × Z(C∗2), veamos entonces que la inclusión
C1 → C se identifica con el morfismo canónico π : C[S] → C. En particular, éste es
un caso en que la localización de una coálgebra ‘algebraica’ da como resultado otra
coálgebra ‘algebraica’.

Para ver que i : C1 → C tiene la propiedad universal de la localización, veamos
primero que i∗(S) ⊂ U(Z(C∗1)). Pero ésto es claro, porque si s ∈ S, entonces s =
(εC1 , φ) para alguna φ ∈ C∗2 = C⊥1 , si c ∈ C1 entonces ∆(c) ∈ C1 ⊗ C1 y s.c =
s(c(1))c(2) = εC1(c(1))c(2) + φ(c(1))c(2) = c + 0, pues c(1) ∈ C1 y φ|C1 = 0, luego s.c =
c ∀c ∈ C1, s ∈ S, es decir, i∗(S) = 1C∗1

∈ U(Z(C∗1)).

Sea ahora f : D → C un morfismo de coálgebras tal que f ∗(S) ∈ U(Z(D∗)), en
particular, (1, 0) ∈ S, por lo tanto (1, 0) ◦ f ∈ U(Z(D∗)), sea u ∈ D∗ el inverso. Antes
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que nada, notemos que la multiplicación por el elemento (1, 0) es la proyección sobre
C1, pues si c ∈ C1, ∆(c) ∈ C1⊗C1 y (1, 0)(c) = (εC1⊗id)∆(c) = c, en cambio, si c ∈ C2,
entonces ∆(c) ∈ C2⊗C2 y (εC1⊗ id)∆(c) = 0. Calculemos f(d) para un elemento d ∈
D cualquiera. Como (1, 0)f ∗u = 1, f(d) = f(((1, 0)f ∗u).d) = f((1, 0)f.(u.d)), luego,
cambiando d por u.d, basta calcular en dónde cae f((1, 0)f.d) para un d cualquiera.
Ahora bien, f((1, 0)f.d) = f((1, 0)(f(d1))d2) = (1, 0)(f(d1))f(d2) = (1, 0).f(d) (f es
morfismo de coálgebras), y esto es la proyección de f(d) sobre el factor C1, luego la
imagen de f está contenida en C1, por lo tanto la flecha f : D → C obviamente se
factoriza por la inclusiónC1 → C como querı́amos ver. Como observación, la misma
demostración se hubiera podido hacer reemplazando S por U(Z(C∗1))× {1}.

Al igual que en el caso de álgebras, el morfismo canónico π : C[S] → C no tiene por
qué ser en general ni inyectivo ni sobreyectivo, sin embargo, para una coálgebra cocon-
mutativa se tiene el siguiente resultado demostrado en [F-S 98b]: Si C es una coálgebra
coconmutativa completa, entonces la aplicación

⊕πM :
⊕

M max
C[C′−M] → C

dondeM recorre todos los ideales maximales de C ′ tiene imagen densa. Este resultado es
el enunciado dual del hecho de que en toda álgebra conmutativa A, un elemento a ∈ A es
distinto de cero si y sólo si para todo ideal maximal M de A es distinto de cero a

1
∈ AM,

y por lo tanto el morfismo A→
∏
MAM es una aplicación inyectiva.

Antes de ir de lleno al problema de la localización y su relación con Hoch∗, considera-
remos la situación siguiente:

Dado un morfismo de coálgebras f : C → D (es decir que f satisface las igualdades
∆Df = (f ⊗ f)∆C y εDf = εC) y un C-bicomódulo M , componiendo con f se tienen
aplicaciones que hacen conmutar el siguiente diagrama:

M
ρ− //

ρ+

��

C ⊗M
f⊗id //

id⊗ρ+

��

D ⊗M

id⊗ρ+

��
M ⊗ C

ρ−⊗id//

id⊗f

��

C ⊗M ⊗ C
f⊗id⊗f

((QQQQQQQQQQQQQ D ⊗M ⊗ C

id⊗id⊗f

��
M ⊗D

ρ−⊗id// C ⊗M ⊗D
f⊗id⊗id// D ⊗M ⊗D

Lo cual muestra que, a través de f , todo C-bicomódulo M puede considerarse como un
D-bicomódulo. Se tiene ası́ un funtor inducido por f , que llamaremos f (−) (respectiva-
mente (−)f o f (−)f ) entre las categorı́as de C-comódulos a izquierda (respectivamente
C-comódulos a derecha, o C-bicomódulos) y de D-comódulos a izquierda (respectiva-
mente D-comódulos a derecha, o D-bicomódulos) que es la identidad sobre los objetos y
es una inclusión en el Hom. A su vez existen funtores en la otra dirección, utilizando el
producto cotensorial:

Cf�D− : DM→ CM
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−�DfC : MD →MC

Cf�D −�DfC : DMD → CMC

La pregunta natural es qué relacion hay entre los funtores definidos de esta manera y
las teorı́as de cohomologı́a. Ante todo hay una proposición sencilla:

Proposición 2.9. Sea f : C → D un morfismo de coálgebras, entonces existe una transformación
natural

Hoch∗(Cf�D −�DfC,C) → Hoch∗(−, D)

Demostración: En primer lugar, existe una transformación natural entre el funtor Cf�D−
�DfC y el funtor identidad, dada por

ηM : Cf�DM�DfC → D�DM�DD ∼= M

c⊗m⊗ c′ 7→ f(c)⊗m⊗ f(c′) 7→ ε(c)ε(c′)m

Se define ahora el siguiente morfismo entre los complejos standard:

fn
M := ηM ⊗ f⊗n : Cf�DM�DfC ⊗ C⊗n →M ⊗D⊗n

Es claro que este morfismo es natural en M , ver que es un morfismo de complejos es una
verificación inmediata.

Una de las propiedades ‘homológicas’ del producto cotensorialCf�D− es que, además
de ser exacto a izquierda, envı́a objetos inyectivos en objetos inyectivos. Demostremos es-
to:

Sea I un conjunto de ı́ndices arbitrario, entonces

(Cf�D−)(D(I)) = Cf�D(D(I)) = (Cf�DD)(I) = C(I)

A partir de este hecho, como todo D- comódulo inyectivo X es un sumando directo de
D(I) para un conjunto I adecuado (por ejemplo X es sumando directo de D ⊗ X), luego
Cf�DX es un sumando directo de C(I), y en consecuencia Cf�DX es C-inyectivo. Si de-
seamos además que el funtor Cf�D(−) respete resoluciones inyectivas debemos pedir la
propiedad adicional de exactitud:

Definición 2.10. Sea f : C → D un morfismo de coálgebras, f se dirá coplayo en caso de que el
funtor Cf�D(−) sea exacto.

Demostraremos una primer versión del teorema de localización, si bien en [F-S 98b]
hay una versión mas general cuando el morfismo es un morfismo de localización, comen-
tamos esta demostración pues aquı́ aparecen todos los ingredientes fundamentales que
se usarán en el otro teorema.
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Teorema 2.11. Sea f : C → D un morfismo coplayo entre dos coálgebras coconmutativas, M un
D-bicomódulo (notar que al ser las coálgebras coconmutativas, bHoch es un morfismo Ce-colineal
y De-colineal respectivamente). Supongamos que además Cf�DfC ∼= C como C-bicomódulo,
entonces Hoch∗(M,D) es un D-bicomódulo y

Cf�D (Hoch∗(M,D)) �DfC ∼= Hoch∗(Cf�DM�DfC,C)

Demostración: vamos a comparar los funtores siguientes:

F := Cf�DHoch∗(−, D)�DfC

G := Hoch∗(Cf�D −�DfC,C)

Ambos son la composición de un funtor homológico con uno exacto (coplayitud de f !),
por lo tanto, ambos son funtores homológicos. Sabemos que hay una transformación na-
tural de uno en el otro, para ver que sea un isomorfismo basta ver Hoch∗(−, C) se anula
sobre la imagen por Cf�D − �DfC de los De-comódulos inyectivos y ver que coinciden
en grado cero.

Ası́ como antes probamos que el funtor Cf�D− enviaba D-inyectivos en C-inyectivos
puede verse que Cf�D − �DfC envı́a De-inyectivos en Ce-inyectivos (por ejemplo con-
siderando f̂ = f ⊗ f : Ce → De e identificando Cf�D − �DfC con Cebf�De−). Veamos
entonces qué sucede en grado cero:

Cf�D(Hoch0(M,D))�DfC = Cf�D(M�DeD)�DfC

Identificamos aM�DeD = {m ∈M /m−1⊗m0 = m1⊗m0} ⊂M , (Cf�DM�DfC)�CeC =
{c ⊗ m ⊗ c′ ∈ Cf�DM�DfC / c1 ⊗ c2 ⊗ m ⊗ c′ = c′2 ⊗ c ⊗ m ⊗ c′1} ⊆ Cf�DM�DfC. Se
quiere demostrar que (Cf�DM�DfC)�CeC es isomorfo a (Cf�D(M�DeD)�DfC), para
esto, veremos el siguiente isomorfismo

(†) Cf�D(M�DeD)�DfC ∼= (Cf�DM�DfC)�Ce(Cf�DfC)

Viendo a Cf�D(M�DeD)�DfC ⊂ C ⊗ M ⊗ C y a (Cf�DM�DfC)�Ce(Cf�DfC) ⊂
(C ⊗M ⊗ C)⊗ (C ⊗ C), los morfismos están definidos por

c⊗m⊗ c′
� // c1 ⊗m⊗ c′1 ⊗ c′2 ⊗ c2

cε(c′′′)⊗m⊗ c′ε(c′′) c⊗m⊗ c′ ⊗ c′′ ⊗ c′′′
�oo

Luego la igualdad (Cf�DM�DfC)�CeC ∼= Cf�D(M�DeD)�DfC se sigue entonces de la
igualdad anterior más la hipótesis Cf�DfC ∼= C.

Es claro que c⊗m⊗ c′ = c1ε(c2)⊗m⊗ c′1ε(c′2), por lo tanto una de las composiciones es
la identidad. Para ver que c⊗m⊗ c′⊗ c′′⊗ c′′′ = c1ε(c

′′′)⊗m⊗ c′1ε(c′′)⊗ c′2⊗ c2, utilizamos
el hecho de que c⊗m⊗ c′ ⊗ c′′ ⊗ c′′′ ∈ (Cf�DM�DfC)�Ce(Cf�DfC), por lo tanto

c1 ⊗ (c2 ⊗m⊗ c′)⊗ (c′′ ⊗ c′′′) = c′′′2 ⊗ (c⊗m⊗ c′)⊗ (c′′ ⊗ c′′′1 )
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y
(c⊗m⊗ c′1)⊗ c′2 ⊗ (c′′ ⊗ c′′′) = (c⊗m⊗ c′)⊗ c′′1 ⊗ (c′′2 ⊗ c′′′1 )

Si aplicamos ε a los dos últimos factores de la igualdad

c1 ⊗ (c2 ⊗m⊗ c′1)⊗ c′2 ⊗ (c′′ ⊗ c′′′) = c′′′2 ⊗ (c⊗m⊗ c′)⊗ c′′1 ⊗ (c′′2 ⊗ c′′′1 )

se obtiene justamente

c1 ⊗ c2 ⊗m⊗ c′1 ⊗ c′2ε(c
′′)ε(c′′′) = c′′′2 ⊗ c⊗m⊗ c′ ⊗ c′′1ε(c

′′
2)ε(c

′′′
1 ) = c′′′ ⊗ c⊗m⊗ c′ ⊗ c′′

que, luego de una permutación de factores y la coconmutatividad, es lo que querı́amos
ver.

Faltarı́a ver la buena definición, pero las verificaciones son inmediatas, las omitimos.

Observaciones: 1. La condición Cf�DfC ∼= C se verifica siempre cuando C = D[S], por
otro lado, es sencillo encontrar contraejemplos al teorema cuando la condición anterior
no se verifica, por lo tanto, es necesaria (por ejemplo tomar f = ε : C → k donde C es
una coálgebra coconmutativa que no es k, el funtor Cf�k(−) = C ⊗ (−) es exacto, y para
M = k, C ⊗ (k�kek)⊗ C = C ⊗ C 6= C = (C ⊗ k ⊗ C)�CeC).
2. Comparar la condición Cf�DfC ∼= C con el Teorema 7.26.
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3. Extensiones y coderivaciones

3.1. Extensiones y H2

Dadas k-coálgebras C y E, y f : C → E un morfismo de coálgebras inyectivo, dire-
mos que E es una extensión de coálgebras de C. Identificando a C con la imagen de f ,
podemos suponer sin pérdida de generalidad cuando hablamos de una extensión de C
que nos estamos refiriendo a una coálgebra E que contenga a C como subcoálgebra.

Si C es una coálgebra y E es una coálgebra que contiene a C, entonces C puede
considerarse como E-bicomódulo (sub-bicomódulo de E) y por lo tanto E/C es un E-
bicomódulo. Si π : E → E/C denota la proyección natural al cociente, la estructura de
E/C está definida por

ρ−(π(e)) = e1 ⊗ π(e2) = (id⊗ π)∆(e)

ρ+(π(e)) = π(e1)⊗ e2 = (π ⊗ id)∆(e)

Uno puede preguntarse cuál es la condición que asegure que E/C sea un C-bicomódulo,
es decir, que Im(ρ−) ⊂ C⊗E/C y Im(ρ+) ⊂ E/C⊗C. La respuesta es sencilla, vemos que
la condición Im(ρ−) ⊂ C⊗E/C equivale a que (π⊗ id)ρ−(π(e)) = 0 ∀e ∈ E, mientras que
la condición Im(ρ+) ⊂ C⊗E/C es equivalente a la condición (id⊗π)ρ+(π(e)) = 0 ∀e ∈ E,
y vemos que ambas condiciones equivalen a la condición (π ⊗ π)∆(e) = 0∀e ∈ E. Esta
condición es más familiar, es prácticamente la definición de C∧EC (ver [Sw 69]); tenemos
entonces que E/C es un C-bicomódulo si y sólo si C ∧E C = E.

Si consideramos B = E∗, A = C∗, I = Ker(i∗ : B → A), entonces I se identifica con
(E/C)∗ = C⊥, la condición de que E/C sea un C-bicomódulo corresponde al hecho de
que I admita una estructura de A-bimódulo que provenga de levantar los elementos de
A via p = i∗, y finalmente (C ∧ C)⊥ = I2. Es sabido que si B es una k-álgebra, I ⊂ B
es un ideal de cuadrado cero y llamamos A = B/I al álgebra cociente, entonces I es un
A-bimódulo, y las extensiones de A “de cuadrado cero” juegan un papel importante en el
estudio del álgebra A.

Como es de esperar, las extensiones de C en las que E/C := M es un C-bicomódulo
están parametrizadas por un grupo de cohomologı́a, Y. Doi [Doi 81] estableció el siguiente
resultado:

Proposición 3.1. SeaC una k-coálgebra yM unC-bicomódulo, entonces las clases de extensiones

0 → C → E →M → 0

donde E es una coálgebra que contiene a C que verifica E = C ∧E C y el morfismo de E en M es
E-bicolineal están en correspondencia con H2(M,C). Más aún, dada una extensión

0 → C → E →M → 0

su clase en H2(M,C) es cero si y sólo si existe un morfismo de coálgebras φ : E → C tal que
φ|C = idC .
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En lo que sigue, estaremos interesados en la relación entre las propiedades coho-
mológicas y propiedades estructurales de las coálgebras coconmutativas, nos detendre-
mos entonces en las coálgebras coconmutativas.

3.2. Extensiones coconmutativas y H2
Har

Sea C una coálgebra coconmutativa, diremos que

0 → C → E →M → 0

es una extensión coconmutativa de C si es una extensión (o sea queM es un C-bicomódu-
lo) y además E es coconmutativa. Como consecuencia de la definición tenemos que M
resulta un C-bicomódulo cosimétrico.

Proposición 3.2. Sea C una k-coálgebra coconmutativa, 1
2
∈ k y M un C-bicomódulo cosimé-

trico. Sea H2
Har(M,C) = {[f ] ∈ H2(M,C) : / [f ] = [σf ]} donde σ : C⊗2 → C⊗2 está definido

por σ(x ⊗ y) = y ⊗ x. Entonces H2
Har(M,C) es un k-sumando directo de H2(M,C), y está en

correspondencia con las extensiones coconmutativas

0 → C → E →M → 0

Demostración: En primer lugar observamos que σ∗ : Hom(M,C⊗2) → Hom(M,C⊗2) in-
duce un morfismo en H2 pues si g : M → C, δ(g)(m) = m−1 ⊗ g(m0) − g(m0) ⊗ m1,
entonces σ∗(δ(g)) = −δ(g) (utilizamos el hecho de que M es cosimétrico). Por otro lado,
consideremos f : M → C ⊗ C tal que δ(f) = 0, es decir que para todo m ∈M

δ(f)(m) = m−1 ⊗ f(m0)−∆1f(m) + ∆2(f(m))− f(m0)⊗m1 = 0

Escribamos f(m) = x⊗ y, f(m0) = u⊗ v (sumas sobreentendidas), recordamos que como
M es cosimétrico, m0 ⊗m1 = m0 ⊗m−1. La ecuación anterior se escribe como:

m1 ⊗ u⊗ v − x1 ⊗ x2 ⊗ y + x⊗ y1 ⊗ y2 − u⊗ v ⊗m1 = 0

Ahora escribimos la ecuación para δ(σ∗(f))(m):

δ(σ∗(f))(m) = m1 ⊗ v ⊗ u− y1 ⊗ y2 ⊗ x+ y ⊗ x1 ⊗ x2 − v ⊗ u⊗m1

Si tomamos la ecuación de cociclo de f (δ(f)(m) = 0) y le aplicamos la trasposición (13)
(es decir, el operador a⊗ b⊗ c 7→ c⊗ b⊗ a) y multiplicamos por −1 obtenemos

0 = −v ⊗ u⊗m1 + y ⊗ x2 ⊗ x1 − y2 ⊗ y1 ⊗ x+m1 ⊗ v ⊗ v

pero esta ecuación -tenida cuenta de la coconmutatividad de C- es exactamente la condi-
ción de cociclo de σf .
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Ahora que sabemos que σ opera en H2(M,C) y como 1
2
∈ k, la descomposición de

H2(M,C) es inmediata, pues toda clase [f ] se puede escribir como [f ] = [f ]+σ∗[f ]
2

+ [f ]−σ∗[f ]
2

,
y claramente [f ]+σ∗[f ]

2
∈ H2

Har(M,C).

Ya sabı́amos de antes que los 2-cociclos parametrizaban las extensiones, veamos ahora
que estos cociclos simétricos parametrizan las extensiones coconmutativas:

Sea 0 → C → E →M → 0 una extensión y sea φ : E → C un morfismo k-lineal tal que
φ|C = idC . El morfismo φ induce una partición de E como k-espacio vectorial dando un
isomorfismo E ∼= C ⊕M . Dada esta descomposición y dados los datos del problema (i.e.
que C es una subcoálgebra, que M es un C-bicomódulo y que E = C ∧E C) la estructura
de comultiplicación de E, se escribe necesariamente en la forma

C ⊕M → (C ⊕M)⊗ (C ⊕M) = (C ⊗ C)⊕ (C ⊗M)⊕ (M ⊗ C)⊕ (M ⊗M)

(c,m) 7→ (∆(c) + f(m), ρ−(m), ρ+(m), 0)

donde f : M → C ⊗ C es k-lineal. La aplicación f puede escribirse también en términos
de φ:

Si m ∈ M y e ∈ E es tal que π(e) = m, definimos s(m) = e − φ(e), es un ejercicio
elemental ver que s está bien definida, es k-lineal y que verifica π(s(m)) = m, ∀m ∈ M .
Una fórmula para f es entonces f(m) = (φ ⊗ φ)∆(s(m)). La clase de f en H2(M,C) es
el elemento que corresponde a la extensión 0 → C → E → M → 0. Si E es cocon-
mutativa, entonces σ∆E = ∆E y por lo tanto σf = f , por l tanto [f ] ∈ H2

Har(M,C).
Recı́procamente, si [f ] ∈ H2(M,C) donde M es un C-bicomódulo simétrico, podemos
definir una comultiplicación en el k-espacio vectorial E := C ⊕ M mediante la fórmu-
la ∆(c,m) = (∆(c) + f(m), ρ−(m), ρ+(m), 0) y esto da una extensión. En particular, si
[f ] ∈ H2

Har(M,C) ⊂ H2(M,C), podemos elegir un representante f : M → C ⊗ C tal que
σ∗f = f (sino lo cambiamos por 1

2
(f + σ∗f), que es cohomólogo a f ), y claramente E

resulta coconmutativa.

Nota: La notación H2
Har(M,C) se debe a la analogı́a con la cohomologı́a de Harrison

para álgebras conmutativas.

Dado que la operación ∧ aparece constantemente en las demostraciones de las pro-
piedades relacionadas con la noción de suavidad que estudiaremos en la próxima sub-
sección, damos aquı́ un resumen de sus propiedades, algunas sin demostración, para las
demostraciones completas enviamos al lector a [Sw 69].

Definición 3.3. Sea C una k-coálgebra, V , W dos subespacios de C, pV : C → C/V y pW :
C → C/W las proyecciones naturales al cociente. Se define el subespacio de C, V ∧C W :=
Ker((pV⊗pW )◦∆C). Si está claro cual es la coálgebraC en la que se están haciendo las operaciones,
escribiremos V ∧W en vez de V ∧C W .

Proposición 3.4. Sea C una k-coálgebra, son válidas las siguientes propiedades:

para toda terna de subespacios V1, V2, V3 ⊂ C, (V1 ∧ V2) ∧ V3 = V1 ∧ (V2 ∧ V3).
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Si K y K ′ son dos subcoálgebras de C y C es coconmutativa entonces K ∧ K ′ es una
subcoálgebra de C.

Si K es una subcoálgebra de C, K ⊂ K ∧K ⊂ K ∧K ∧K ⊂ . . .

Si S es una subcoálgebra simple, entonces ∧∞S := ∪n>0 ∧n S es la componente irreducible
de C que contiene a S, donde ∧1S = S y ∧n+1S = S ∧n S.

Si C0 = ⊕SsimpleS es la suma (necesariamente directa) de la subcoálgebras simples de C,
entonces la filtraciónC0 ⊂ C1 = C0∧C0 ⊂ C2 = C0∧C0∧C0 ⊂ C3 . . . se llama la filtración
coradical de C; si C es coconmutativa se tiene C = ∪n≥0Cn = ⊕Ssimple ∪n>0 ∧nS.

Demostración: ver [Sw 69]

3.3. Coálgebras suaves

Definiremos una clase de k-coálgebras, a las que llamaremos suaves, en términos de
propiedades de extensión con respecto a extensiones de coálgebras coconmutativas:

Definición 3.5. Sea C una k-coálgebra coconmutativa, diremos que C es suave si y sólo si para
cualquier extensión de coálgebras coconmutativas 0 → D → E → M → 0 con E = D ∧E D,
dado un morfismo de coálgebras f : D → C, existe una extensión de f a E, es decir, existe un
morfismo de coálgebras f̃ que hace conmutativo el siguiente diagrama:

0 // D

f

��

// E > //

ef>
y

y

y
y

//M // 0

C

A partir de la caracterización cohomológica de las extensiones coconmutativas, tene-
mos la siguiente proposición:

Proposición 3.6. Sea C una k-coálgebra coconmutativa, son equivalentes:

C es suave.

Para todo C-bicomódulo cosimétrico M , H2
Har(M,C) = 0.

Demostración: Supongamos que C es suave y que M es un C-bicomódulo simétrico. Sea
f : M → C ⊗ C un 2-cociclo de H2

Har(M,C) y definamos E = C ⊕M con la comultiplica-
ción ∆(c,m) = ∆(c)+f(m)+ρ−(m)+ρ+(m) ∈ (C⊗C)⊕(C⊗M)⊕(M⊗C) ⊂ (C⊕M)⊗2.

A partir del diagrama

0 // C

id
��

// E > //

eid>
y

y

y
y

//M // 0

C
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sabemos, por la suavidad de C, que existe un morfismo de coálgebras ĩd : E → C tal que
ĩd|C = idC , por lo tanto [f ] = 0.

Recı́procamente supongamos que H2
Har(M,C) = 0 para todo C-bicomódulo simétrico

M y consideremos una extensión arbitraria mas un morfismo de coálgebras

0 // D

f

��

// E //M // 0

C

Sea P := C ⊕D E = C⊕E
〈(0,d)−(f(d),0)〉) . El espacio C ⊕ E claramente admite una estructura

de coálgebra, pero además esta estructura da origen a una estructura de coálgebra en P .
Llamemos π : C⊕E → P la aplicación al cociente, entonces P es una coálgebra definiendo

∆P : P → P ⊗ P{
∆P (π(c, 0)) = (π ⊗ π)∆C(c) si c ∈ C
∆P (π(0, e)) = (π ⊗ π)∆E(e) si e ∈ E

Se tienen morfismos naturales C → P y E → P , y un morfismo de sucesiones exactas
cortas:

0 // D

f

��

// E

��

//M

��

// 0

0 // C // P // P/C // 0

Por inspección, M ∼= P/C con lo cual es un C-bicomódulo y se tiene P = C ∧P C. Por
hipótesis H2

Har(M,C) = 0, por lo tanto la sucesión exacta corta de abajo se parte con un
morfismo de coálgebras, componiendo ese morfismo con la flecha E → P se obtiene la
extensión f̃ buscada.

Corolario 3.7. La coálgebra sh(x) = T (k.x) es suave.

Demostración: si V es un espacio vectorial yM un T (V )-bicomódulo cualquiera, sabemos
que H2(T (V ),M) = 0. En particular, cuando dimk(V ) = 1, T (V ) = sh(x), es coconmuta-
tiva, y H2(sh(x),M) es cero para todo bicomódulo, como H2

Har(sh(x),M) es un sumando
directo de H2(sh(x),M) se sigue que sh(x) es suave.

3.4. Coderivaciones y Ω1
C

Definiremos un objeto universal para las coderivaciones a valores sobre una coálgebra
conmutativa a valores en un bicomódulo simétrico que resultará un comódulo. Veremos
después como se relacionan algunas propiedades de este comódulo con respecto a la pro-
piedad de suavidad.
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SeaC una coálgebra yM unC-bicomódulo, recordamos que una aplicación k-lineal f :
M → C se dice una coderivación en caso de que se verifique la igualdad (en Hom(C,C ⊗
M ⊕M ⊗ C)):

∆f = (id⊗ f) ◦ ρ− + (f ⊗ id) ◦ ρ+

Llamamos Derk(M,C) al conjunto de coderivaciones de M en C, que coincide con los
1-cociclos (sin identificación de cobordes) del complejo que calcula H∗(M,C). Tenemos
definido un funtor contravariante Derk(−, C) de la categorı́a de C-bicomódulos en la de
k-espacios vectoriales. En [Doi 81], Y. Doi demuestra que este funtor es (co)representable,
es decir, que existe un C-bicomódulo LC tal que

HomCe(M,LC) ∼= Derk(M,C)

El bicomóduloLC no es otra cosa que C⊗C
Im(∆:C→C⊗C)

. Del morfismo identidad de HomCe(LC , LC)

se obtiene una derivación d : LC → C, que está definida por d(x⊗ y) = ε(x)y − ε(y)x.
Si C es una coálgebra coconmutativa, podemos restringir el funtor Derk(−, C) a la

categorı́a de C-bicomódulos simétricos, y preguntarnos si este funtor es representable.
La respuesta es sı́, y la construcción es sencilla, pues sabemos que si D : M → C es
una coderivación, D induce un morfismo de C-bicomódulos D̃ : M → LC , pero como
M es C-cosimétrico, también lo será el subcomódulo Im(D̃). Si definimos Ω1

C como la
unión de todas las imágenes de morfismos de Ce-colineales con dominio en bicomódulos
cosimétricos y codominio LC tenemos que Ω1

C es un objeto universal para las coderiva-
ciones con dominio en tales bicomódulos, y coincide con el mayor sub-bicomódulo de LC

que es C-cosimétrico.
Esta construcción es dual a la construcción de los diferenciales de Kähler en el siguien-

te sentido:

Proposición 3.8. Sea A una k-álgebra conmutativa y consideremos C = A0. Entonces Ω1
C =

Ω1
k(A)0 donde siM es unA-módulo,M0 es el subespacio mas grande deM∗ que es unC-comódulo

con la coacción traspuesta a la de M .

Demostración: La construcción (−)0 es un adjunto al funtor (−)∗, tanto para la versión
álgebras → coálgebras como para la versión módulos → comódulos. Tenemos entonces
la siguiente cadena de isomorfismos

Derk(M,C) = Derk(M,A0) ∼= Derk(A,M
∗) ∼=

∼= HomA(Ω1
k(A),M∗) ∼= ComC(M, (Ω1

k(A))0)

lo que demuestra la proposición.

Como en el caso de álgebras, la noción de suavidad está relacionada con propiedades
del Ω1:

Proposición 3.9. Sea C una k-coálgebra coconmutativa suave, entonces Ω1
C es un C-comódulo

inyectivo.
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Demostración: Consideremos i : N →M un monomorfismo de C-comódulos, queremos
ver que i∗ : ComC(M,Ω1

C) → ComC(N,Ω1
C) es sobreyectivo. Por la adjunción, esto es

equivalente a ver que i∗ : Derk(M,C) → Derk(N,C) sea sobreyectivo.
En general, dado X un C-bicomódulo, definimos sobre C ⊕X la estructura de coálge-

bra siguiente:

∆ : C ⊕X → (C ⊕X)⊗ (C ⊕X) = (C ⊗ C)⊕ (C ⊗X)⊗ (X ⊗ C)⊕ (X ⊗X)

(c, x) 7→ (∆(c), ρ−(x), ρ+(x), 0)

Además vemos que la construcción es claramente funtorial, (considerando como cate-
gorı́a de llegada la categorı́a de coálgebras que contienen a C y morfismos de coálge-
bras que restringidos a C son la identidad). Además, tener un morfismo de coálgebras
C ⊕ X → C que es la identidad sobre C induce (por restricción a X) una coderivación,
por lo tanto se tiene el isomorfismo:

Derk(X,C) ∼= Hom
C-coalg(C ⊕X,C)

En particular, podemos considerar las coálgebras D = C ⊕ N y E = C ⊕ M con
la estructura mencionada anteriormente. El morfismo id ⊕ i : D → E es un mono-
morfismo de coálgebras con conúcleo M/N , que es un C-bicomódulo, por lo tanto un
D-bicomódulo y en consecuencia E = D ∧E D. Por la suavidad de C, tenemos que
(id⊕i)∗ : Hom

C-coalg(D,C) → Hom
C-coalg(E,C) es sobreyectivo, y en vistas del isomor-

fismoDerk(X,C) ∼= Hom
C-coalg(C⊕X,C) obtenemos que i∗ : Derk(M,C) → Derk(N,C)

es sobreyectiva y la proposición queda demostrada.
Dada una coálgebra coconmutativaC, es sabido queC se descompone en suma directa

de subcoálgebras irreducibles (ver [Sw 69], Teorema 8.0.5, pág. 163), la próxima proposi-
ción muestra la relación de la propiedad de suavidad con respecto a las descomposicio-
nes.

Proposición 3.10. Sea C una k-coálgebra coconmutativa suave tal que C se descompone como
suma directa de subcoálgebras C ∼= ⊕iCi. Entonces Ci es suave para todo i.

Demostración: Elijamos un ı́ndice i. Sea f : D → Ci un morfismo de coálgebras y 0 →
D → E →M → 0 una extensión coconmutativa de D tal que E = D ∧E D. Componiendo
con la inclusión Ci → C tenemos un morfismo de coálgebras fi : D → C, y como C es
suave, existe f̃i : E → C morfismo de coálgebras que extiende a fi. Llamamos f̃ : E →
Ci a la composición de f̃i con la proyección pi : C → Ci. Claramente este morfismo es
comultiplicativo, y si llamamos j : D → E, vale que f̃ ◦ j = pi ◦ f̃i ◦ j = pi ◦fi = f . Para ver
que respete la counidad, veremos equivalentemente que su traspuesta sea un morfismo
que respete el uno. Considerando el diagrama dual:

0 //M∗ // E∗
π // D∗ // 0

(Ci)
∗

ef∗
bbEEEEEEEE

f∗

OO
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Sabemos que f ∗, π y f̃ ∗ son multiplicativos y que f ∗ y π son unitarios, por lo tanto f̃ ∗(1) =
1+m conm ∈M . Además sabemos queD∧ED = E, por lo tanto (M∗)2 = (D⊥)2 = (D∧E

D)⊥ = E⊥ = 0, entonces utilizando la multiplicatividad de f̃ ∗ y que 12 = 1 obtenemos la
igualdad:

1 +m = f̃ ∗(1) = f̃ ∗(12) = (1 +m)2 = 1 + 2m

por lo que m = 2m, o sea, m = 0. Recordamos que 1E∗ = εE , 1∗Ci
= εCi

, por lo tanto la
ecuación f̃ ∗(1) = 1 significa exactamente εE = εCi

◦ f̃ .

Proposición 3.11. Sean C1 y C2 dos k-coálgebras coconmutativas. Entonces C1 ⊗C2 es suave si
y sólo si C1 y C2 son suaves.

Demostración: es consecuencia de que el producto tensorial es el producto en la cate-
gorı́a de coálgebras coconmutativas, con proyecciones p1 = idC1 ⊗ εC2 : C1 ⊗ C2 → C1 y
p2 = εC1 ⊗ idC2 : C1 ⊗ C2 → C2. Si i : D → E es un monomorfismo de coálgebras cocon-
mutativas tal que E = D ∧E D queremos ver qué sucede con i∗ : Homcoalg(E,C1 ⊗ C2) →
Homcoalg(D,C1 ⊗ C2). Pero como C1 ⊗ C2 es el producto en la categorı́a de coálgebras co-
conmutativas, i∗ se parte como producto de dos flechas i∗ = i∗1 × i∗2 : Homcoalg(E,C1) ×
Homcoalg(E,C2) → Homcoalg(D,C1)×Homcoalg(D,C2), por lo tanto i∗ es suryectiva si y solo
si i∗1 e i∗2 lo son simultáneamente.

Corolario 3.12. La coálgebra sh(x1, . . . , xn) es suave.

Demostración: solamente recordamos que sh(x1, . . . , xn) = sh(x1) ⊗ . . . ⊗ sh(xn), y ya
sabı́amos que sh(x) era suave.

Proposición 3.13. Sea C una k-coálgebra coconmutativa y K una subcoálgebra de C. Suponga-
mos que existe un morfismo de coálgebras p : C → K que verifica p|K = id. Entonces, si C es
suave, también es suave K.

Demostración: probaremos que K tiene la propiedad de extensión con respecto a exten-
siones coconmutativas.

Consideremos D → E un monomorfismo de coálgebras tal que E = D ∧E D y sea f :
D → K. Como K es una subcoálgebra de C, f puede ser considerado como un morfismo
de D en C, y al ser C suave, existe una extensión f ′ : E → C tal que f ′|D = f . Definimos
entonces f̃ := p ◦ f ′ : E → K.

Claramente f̃ es un morfismo de coálgebras, para ver que extiende a f notamos que
p ◦ f ′|D = p ◦ f , pero como Im(f) ⊆ K y p|K = id entonces p ◦ f = f .

3.5. Sucesiones exactas del Ω1
C

Demostraremos en esta sección resultados que ligan Ω1
C y Ω1

K cuando K ⊆ C es una
subcoálgebra. Para esto necesitaremos dos lemas sobre propiedades generales de la ope-
ración ∧.
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Lema 3.14. Sea C una coálgebra coconmutativa y e ∈ C un elemento tipo grupo, entonces k.e ∧
k.e consiste en la suma de k.e mas los elementos e-primitivos, mas aún, si x ∈ k.e ∧ k.e entonces

∆(x) = x⊗ e+ e⊗ x− ε(x)e

Demostración: como x ∈ k.e ∧ k.e entonces ∆(x) ∈ k.e ⊗ C + C ⊗ k.e, luego ∆(x) se
escribe de la forma ∆(x) = a ⊗ e + e ⊗ b Como C es coconmutativa, podemos escribir
∆(x) = a ⊗ e + e ⊗ a para algún a ∈ C, o bien, (cambiando eventualmente a a por
a′ = a− ε(a).e), escribimos a ∆(x) como

∆(x) = a⊗ e+ e⊗ a+ λ.e⊗ e

con ε(a) = 0. Como ε(a) = 0, se sigue que λ = ε(x), aplicando ε⊗ id y utilizando el hecho
de que ε(e) = 1 tenemos que

x = (ε⊗ id)∆(x) = (ε⊗ id)(a⊗ e+ e⊗ a+ ε(x).e⊗ e) = a+ ε(x).e

de lo que despejamos a = x− ε(x). Volviendo a la ecuación ∆(x) = a⊗e−e⊗a+ ε(x)e⊗e,
reemplazando a por x− ε(x).e obtenemos la fórmula de la proposición.

Lema 3.15. Sea C una k-coálgebra coconmutativa, e un elemento de tipo grupo en C. Entonces
la aplicación

f : k.e ∧ k.e→ C

x 7→ x− ε(x).e

es una coderivación.

Demostración: por el lema anterior, sabemos que ∆(x) = x⊗ e+ e⊗ x− ε(x)e⊗ e, luego

(f ⊗ id− id⊗ f)∆(x) = (x− ε(x)e)⊗ e+ e⊗ (x− ε(x)e) =

= x⊗ e+ e⊗ x− 2ε(x)e⊗ e

por otro lado
∆(f(x)) = ∆(x− ε(x).e) =

x⊗ e+ e⊗ x− ε(x)e⊗ e− ε(x)e⊗ e

y la ecuación de coderivación queda verificada.

El lema anterior se generaliza de la siguiente manera:

Lema 3.16. Sea C una k-coálgebra y sea K una subcoálgebra de C. Supongamos que existe un
morfismo de coálgebras ψ : K ∧K → K tal que φ|K = idK , entonces D := Id−ψ : K ∧K → C
es una coderivación.
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Demostración: Como en el lema anterior, comenzamos por explicitar la comultiplicación
en K ∧K. Sea c ∈ K ∧K, como K ∧K es una subcoálgebra, ∆(c) = c1⊗ c2 con ci ∈ K ∧K,
además ∆(c) ∈ K ⊗ C + C ⊗ K. Escribimos entonces ∆(c) = x′ ⊗ a′ + b′ ⊗ y′ (sumas
sobre-entendidas) en donde a′, b′ ∈ K y x′, y′ ∈ K ∧ K. Como x′ ∈ K ∧ K, podemos
aplicarle ψ y tenemos que x′ = (x′ − ψ(x′)) + ψ(x′) y escribimos entonces a x′ como un
elemento de Ker(ψ) mas un elemento de K. Haciendo el mismo proceso con y′ tenemos
una fórmula para ∆(c) del siguiente tipo:

∆(c) = x⊗ a+ b⊗ y + α⊗ β

donde x, y ∈ Ker(ψ) y a, b, α, β ∈ K.
Como ψ es un morfismo de coálgebras, entonces ∆(ψ(c)) = (ψ ⊗ ψ)∆(c) = α ⊗ β,

entonces
∆(c− ψ(c)) = x⊗ a+ b⊗ y

Por otro lado, Id−ψ se anula enK con lo cual resulta fácil calcular (Id−ψ)⊗id+id⊗(Id−ψ)
sobre ∆(c), tenemos

((Id− ψ)⊗ id+ id⊗ (Id− ψ)) (x⊗ a+ b⊗ y + α⊗ β) =

= (Id− ψ)(x)⊗ a+ b⊗ (Id− ψ)(y) = x⊗ a+ b⊗ y

pues x, y ∈ Ker(ψ).

Ahora estamos en condiciones de demostrar los resultados de sucesiones exactas que
relacionan Ω1

C y Ω1
K donde K es una subcoálgebra de C.

Proposición 3.17. Sea C una k-coálgebra y K una subcoálgebra de C. Entonces

1. Se tiene una sucesión exacta de C-comódulos

0 → Ω1
K → Ω1

C�CK → K ∧C K

K

2. Si K = k.e donde e es un elemento de tipo grupo, entonces Ω1
K = 0 y Ω1

C�CK ∼= (K ∧
K)/K.

Demostración: El morfismo Ω1
K → Ω1

C�CK está definido de la siguiente manera:
En primer lugarK⊗K ⊆ C⊗C, y comoK es una subcoálgebra, esta inclusión da lugar

a un morfismo (K ⊗K)/∆(K) → (C ⊗C)/∆(C). Es claro que los elementos cosimétricos
de (K ⊗K)/∆(K) son enviados en elementos cosimétricos de (C ⊗C)/∆(C), por lo tanto
Ω1

K es enviado en Ω1
C . Más aún, es claro que el morfismo de estructura de Ω1

K tiene imagen
en Ω1

K ⊗ K, por lo tanto, la imagen de Ω1
K no solo está contenida en Ω1

C = Ω1
C�CC, sino

que también está contenida en Ω1
C�CK.

El morfismo Ω1
C�CK → (K ∧K)/K está definido como sigue:

Sea d : Ω1
C → C la coderivación universal, d(x⊗ y) = ε(x)y − ε(y)x, y sea p : C →

C/K la proyección al cociente. Se define, para x⊗ y ⊗ z ∈ Ω1
C�CK, δ(x⊗ y ⊗ z) =
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p (d(x⊗ y)ε(z)) La imagen de δ está contenida en (K ∧K)/K en vez de tan solo en C/K
pues el dominio es Ω1

C�CK en vez de Ω1
C�CC.

Si x⊗ y ∈ Ω1
K , el elemento que le corresponde en Ω1

C�CK es x⊗ y1⊗ y2, y δ aplicado a
este elemento es p(ε(x)y1ε(y2)−ε(y1)ε(y2)x) = p(ε(x)y−ε(y)x) = 0 pues x e y son elementos
de K.

Para demostrar la exactitud de la sucesión, basta demostrar que para todoK-bicomódu-
lo simétrico T , la siguiente sucesión es exacta:

0 → ComK(T,Ω1
K) → ComK(T,Ω1

C�CK) → ComK(T, (K ∧K)/K)

En el espacio vectorial que aparece en el medio de la sucesión, utilizamos la adjunción de
−�CK (como K ⊆ C, K es C-quasi-finito) y obtenemos

ComK(T,Ω1
C�CK) ∼= ComC(hK(K,T )Ω1

C) = ComC(T,Ω1
C).

Utilizando ahora la propiedad universal de Ω1, obtenemos que la sucesión anterior es
isomorfa a la siguiente sucesión:

0 → Derk(T,K) → Derk(T,C) → ComC(T, (K ∧K)/K) ⊆ ComC(T,C/K)

La primera flecha claramente es un monomorfismo, pues toda coderivación con imagen
enK puede ser vista como coderivación con imagen enC. La segunda flecha es componer
con p : C → K (pues δ = p◦d). Sabemos que la composición es cero, y siD : T → C es una
coderivación tal que p ◦D = 0 donde p : C → C/K es la proyección, entonces claramente
la imagen de D está contenida en K, por lo tanto proviene de Derk(T,K), y la exactitud
queda demostrada.

Supongamos ahora que K = k.e con e elemento de tipo grupo. Es claro que Ω1
K = 0

pues si F : T → K entonces F (t) = f(t).e con f ∈ T ∗, de lo que se sigue que f(t) = ε(F (t)).
Pero si F es una coderivación entonces ε◦F = 0 por lo tanto en este caso, no importa cual
sea T , Derk(T,K) = 0 y es claro que el funtor nulo se representa como ComK(−, 0).

Definiremos ahora un morfismo (K ∧ K)/K → Ω1
C�CK, o lo que es lo mismo, una

coderivación K ∧K → C que se anule en K, pues

ComK((K ∧K)/K,Ω1
C�CK) = ComC((K ∧K)/K,Ω1

C) = Derk((K ∧K)/K,C).

Sea f : K ∧ K → C definida por f(x) = x − ε(x).e. Es claro que se anula sobre K, pues
f(e) = e− ε(e).e = 0, y en virtud del Lema 3.15 es una coderivación.

Para ver que f induce el morfismo inverso, haremos explı́cito el morfismo f̃ : (K ∧
K)/K → Ω1

C�CK que proviene de f , que es el siguiente:

f̃ : (K ∧K)/K → Ω1
C�CK

x 7→ ρ+(x1 ⊗ f(x2))
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Ahora bien, conociendo la expresión de f , tenemos que

x1 ⊗ f(x2) = x1 ⊗ (x2 − ε(x2).e) = ∆(x)− x⊗ e = −x⊗ e

y por lo tanto f̃(x) = −x⊗ e⊗ e.
Ahora que disponemos de un morfismo explı́cito calculamos la composición:
δ(f̃(x) = −δ(x⊗ e⊗ e) = −(ε(x).e− ε(e).x)ε(e) = −ε(x).e− x = x pues e ∈ K.
Para la otra composición, dado z ⊗ w⊗e ∈ Ω1

C�CK, utilizando la cosimetrı́a y el hecho
de que el elemento está en el producto cotensorial, obtenemos las igualdades:

z ⊗ w1 ⊗ w2 ⊗ e = z2 ⊗ w ⊗ z1 ⊗ e = z ⊗ w ⊗ e⊗ e

Aplicando d⊗ id⊗ε obtenemos ε(z)∆(w)−z⊗w = w⊗z−ε(w)∆(z) = (ε(z)w−ε(w)z)⊗e.
Si calculamos entonces f̃(δ(z ⊗ w ⊗ e)) obtenemos

f̃(δ(z ⊗ w ⊗ e)) = f̃(ε(z)w − ε(w)z) =

= −(ε(z)w − ε(w)z)⊗ e⊗ e = z ⊗ w ⊗ e

Notamos que siK = k.e,K es suave. La parte 2 de la proposición anterior se generaliza
a las coálgebras suaves:

Proposición 3.18. Sea C una k-coálgebra y K una subcoálgebra. supongamos K suave, entonces
tenemos una sucesión exacta corta escindida:

0 → Ω1
K → Ω1

C�CK → K ∧C K

K
→ 0

Demostración: Sólo tenemos que demostrar que δ : Ω1
C�CK → K∧K

K
es un epimorfismo

que se parte. Consideremos la sucesión exacta

0 → K → K ∧C K → (K ∧C K)/K → 0

Como K es una subcoálgebra de C, entonces K ∧C K es también una subcoálgebra y
además claramente K ∧C K = K ∧K∧CK K, por lo tanto K ∧C K es una extensión cocon-
mutativa del tipo de la definición de suavidad. Como K es suave, existe un morfismo de
coálgebras φ : K ∧C K → K tal que φ|K = id. Definimos entonces

f : K ∧C K → C

x 7→ x− φ(x)

Es claro que f se anula sobre K, además por el Lema 3.16 f es una coderivación. De
esta manera f induce un morfismo f̃ : (K ∧ K)/K → Ω1

C y es fácil ver que la imagen
está contenida en Ω1

C�CK.
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La comprobación de que f̃ es el inverso a derecha de δ es la misma cuenta que en la
demostración de la parte 2. de la proposición anterior. En primer lugar explicitamos f̃ :

f̃(x) = ρ+((id⊗ f)ρ−(x)) =

= ρ+(x1 ⊗ (x2 − φ(x2))) = −ρ+(x1 ⊗ φ(x2)) =

= −x1 ⊗ φ(x2)⊗ x3

Ahora calculamos δ(f̃)(x) =

δ(−x1 ⊗ φ(x2)⊗ x3) = −ε(x3) (ε(x1)φ(x2)− ε(φ(x1))x2) =

= −φ(x)− x = x

pues φ(x) ∈ K.

3.6. Teorema de estructura de coálgebras coconmutativas suaves

Sea C una k-coálgebra coconmutativa, entonces C = ⊕iCi es una suma directa de
subcoálgebras irreducibles, cada una de ellas contiene una única subcoálgebra simple. Si
asumimos que el cuerpo de base k es algebraicamente cerrado, entonces las coálgebras
simples son exactamente las subcoálgebras de dimensión uno. Esto es ası́ por lo siguien-
te: toda coálgebra contiene subcoálgebras de dimensión finita, luego las subcoálgebras
simples son de dimensión finita. Si una coálgebra no tiene subcoálgebras propias signifi-
ca que el álgebra dual no tiene cocientes, o lo que es lo mismo no tiene ideales propios, en
particular es ı́ntegra y de dimensión finita, por lo tanto es una extensión finita, al pedir k
algebraicamente cerrado, la única extensión finita es el cuerpo mismo.

Llamaremos a una k-coálgebra coconmutativa local, en caso de que sea irreducible
y su subcoálgebra simple sea de dimensión uno. En caso de que k sea algebraicamente
cerrado, local e irreducible son el mismo concepto. El objetivo de esta sección es dar un
teorema de estructura para las coálgebras locales suaves sobre un cuerpo de caracterı́stica
cero.

Teorema 3.19. Sea C una coálgebra local suave y llamemosK := k.e donde e es el único elemento
de tipo grupo deC. Asumamos que dim(K∧CK) <∞, entoncesC ∼= sh(V ) donde V es el espacio
vectorial Prim(C) ∼= K∧CK

K
.

Para demostrar este teorema, probaremos a continuación un lema:

Lema 3.20. Sea C una coálgebra coconmutativa tal que Ω1
C
∼= C(I), entonces existe una coderi-

vación D : C → C y un elemento x ∈ C∗ tal que x ◦D = ε.

Demostración: Llamemos f : C(I) → Ω1
C al isomorfismo, entonces, para cada i ∈ I ob-

tenemos una coderivación D̃i componiendo la inclusión ji : C → C(I) (cuya imagen
denotaremos C.i) con la coderivación universal:

C
ji // C(I)

f // Ω1
C

d // C
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Afirmación: La propiedad universal de Ω1
C implica que ∩i∈IKer(D̃i) no contiene sub-

comódulos no triviales.
Demostraremos la afirmación. Sea N un subcomódulo de C tal que para todo i ∈ I ,

N ⊂ Ker(D̃i) y llamemos iN : N → C a la inclusión de N en C. Como

ComC(N,C(I)) ∼= ComC(N,Ω1
C) ∼= Der(N,C)

ji ◦ iN 7→ f ◦ ji ◦ iN 7→ D̃i|N = 0

se sigue que la inclusión natural ComC(N,C(I)) →
∏

i∈I ComC(N,C.i) es la flecha nula,
por lo tanto ComC(N,C(I)) = 0 lo que implica N = 0. Se sigue de esto que si N ⊂ C es un
subcomódulo no trivial, existe una coderivación que no se anula identicamente sobre N .

Tomamos en particular N = k.e donde e es el único elemento de tipo grupo de C,
luego existe un ı́ndice i tal que D̃i(e) 6= 0; llamamos D̃ a esa coderivación.

Como D̃(e) 6= 0, existe x ∈ C∗ tal que x(D̃(e)) 6= 0. Al ser C∗ un álgebra local y
x ◦ D̃ /∈ k.e⊥, se sigue que x ◦ D̃ es una unidad de C∗.

Tomemos u ∈ C∗ el inverso de x ◦ D̃ (i.e. u ∗ (x ◦ D̃) = (x ◦ D̃) ∗ u = ε) y definamos D
como la composición de D̃ con la multiplicación en C por u (visto C como C∗-módulo),
más precisamente

D(c) := D̃(u(c1)c2)

Es una coderivación pues es la composición de un morfismo de C-bicomódulos con una
coderivación. Esta coderivación D y el elemento x verifican x ◦D = ε, pues utilizando la
fórmula de coderivación ∆◦D = (D⊗ id)◦∆+(id⊗D)◦∆, obtenemos, aplicando x⊗ id,
que para todo c ∈ C

x.D(c) = D(x.c) + (x ◦D).c

Por otro lado,
(x ◦D).c = x(D(c1))c2 = x(D̃(u(c1)c2))c3 =

= u(c1)x(D̃(c2))c3 =
(
u ∗ (x ◦ D̃)

)
(c1)c2 =

ε(c1)c2 = c

por lo tanto
x.D(c) = D(x.c) + c

Aplicando ε a la ecuación anterior obtenemos (usando que ε ◦ D = 0 y que ε(f.c) =
f(c) ∀f ∈ C∗) que x(D(c)) = ε(c).

Teorema 3.21. Sea C una k-coálgebra coconmutativa local tal que existe D : C → C una coderi-
vación y x ∈ C∗ verificando x(D(c)) = ε(c). Asumamos que Q ⊂ k, entonces

C ∼= C̃ ⊗ sh(x)

donde C̃ es la coálgebra Ker(x.) ∼= C/Im(D) y sh(x) denota la coálgebra shuffle en un generador:
sh(x) = ⊕n≥0k.x

n, con comultiplicación definida por ∆(xn) =
∑n

i=0

(
n
i

)
xi ⊗ xn−i.
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Demostración: Denotemos por e al único elemento de tipo grupo de C. Dado t ∈ C∗

que verifique t(e) = 0 tenemos que la multiplicación por t es localmente nilpotente pues
C = ∪n∈N ∧n k.e y tn se anula sobre ∧nk.e, por lo tanto, está bien definido el siguiente
operador lineal:

E(D, t) : C → C

c 7→
∑
n≥0

Dn

n!
(tn.c)

Más aún, puede chequearse (verificando sobre cada ∧nk.e) que es un morfismo de coálge-
bras.

Como vale la fórmula x ◦D = ε y x.D(c) = D(x.c) + (x ◦D).c tenemos que

[x.,D] = idC

donde x. denota el operador multiplicación por x.
DefinimosE := E(D,−x) : C → C (si x(e) 6= 0 cambiamos a x por x−x(e).ε). Notamos

que si x.c = 0, entonces E(c) = c y por lo tanto c ∈ Im(E), recı́procamente, si c = E(d)
para cierto d, entonces

x.c =
∑
n≥0

x.(−1)nD
n

n!
(xn.d)

Al valer [x.,D] = id se prueba por inducción que que [x,Dn] = n.Dn−1 y por lo tanto se
obtiene la fórmula

x.E(d) =
∑
n≥0

(−1)nD
n

n!
(xn+1.d) +

∑
n≥0

(−1)nnD
n−1

n!
(xn.d) =

= E(x.d)− E(x.d) = 0

por lo tanto Im(E) = Ker(x.).
Como consecuencia de esto, tenemos también la fórmula E(E(c)) = E(c) para todo

c, pues E(c) ∈ Ker(x.) y habı́amos visto que si un elemento estaba en el núcleo de x.
entonces quedaba fijo por E. Claramente E(c) − c ∈ Im(D), y por lo tanto Im(D) ⊆
Ker(E) (pues E2 = E). Por otro lado, si E(c) = 0 entonces c = −

∑
n≥1

Dn

n!
(xn.c) con

lo cual c ∈ Im(D), o sea que Im(D) = Ker(E). Tenemos entonces los isomorfismos de
coálgebras

C/Im(D) = C/Ker(E) ∼= Im(E) = Ker(x.)

Se definen los siguientes morfismos, que serán uno el inverso del otro:

φ : C → C̃ ⊗ sh(x)

c 7→
∑
n≥0

xn.c⊗ xn
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y
ψ : C̃ ⊗ sh(x) → C∑

n≥0

cn ⊗ xn 7→
∑
n≥0

Dn

n!
E(cn)

(notar que ambas sumas son siempre finitas) Ver que son morfismos de coálgebras es
solamente verificación. Para verificar que uno es el inverso del otro primero se obtienen
inductivamente fórmulas de conmutación entre xn. y Dm (que son las fórmulas de con-
mutación del álgebra de Weyl, ya que [x.,D] = id) y se utiliza la fórmula combinatoria∑2k

i=0
(−1)i

(2k−i)!i!
= 0.

Observación: Si Ker(x.) = k.e, lo que hemos demostrado es que C ∼= sh(x). Además, si
C es suave, C̃ hereda la propiedad de suavidad, pues tenemos un morfismo E : C → C̃

que restringido a C̃ es la identidad.

Estamos ahora en condiciones de demostrar el teorema de estructura:
Demostración: (del Teorema 3.19) consideramos C una coálgebra coconmutativa suave,
entonces Ω1

C es C-inyectivo, como C además es local se sigue que todo inyectivo es libre,
por lo tanto se está en las condiciones del Lema 3.20. Demostraremos el teorema por
inducción en la dimensión de (k.e ∧ k.e)/k.e.

Supongamos que (k.e∧k.e)/k.e = 0. Como C es local, C = ∪n>0∧n k.e. Pero ∧n+1k.e =
k.e ∧ (∧nk.e), y como (k.e ∧ k.e)/k.e = 0 se sigue k.e ∧ k.e = k.e lo cual implica inductiva-
mente que ∧nk.e = k.e, por lo tanto C = k.e

Supongamos que Ω1
C
∼= Cn, de nuevo por el Lema 3.20 y el Teorema 3.21 tenemos que

C ∼= C̃⊗sh(x), con C̃ local y suave, entonces Ω1eC ∼= C̃(I), donde #I = dim((k.e∧ eC k.e)/k.e).
Es claro que k.e ∧ eC k.e ⊆ k.e ∧C k.e y ambos espacios contienen a e, luego #I ≤ n. Por
otro lado, e⊗ x ∈ k.e∧C k.e pero e⊗ x /∈ k.e∧ eC k.e, por lo tanto #I = r < n. Por hipótesis
inductiva se sigue que C̃ ∼= sh(x1, . . . , xr) y en consecuencia C ∼= sh(x1, . . . , xr, x). Notar
que Ω1

sh(x1,...,xr,x)
∼= sh(x1, . . . , xr, x)

r+1, por lo tanto r = n − 1 y C ∼= sh(x1, . . . , xn) donde
n = dimk((k.e ∧C k.e)/k.e).

Los elementos k.x1⊕· · ·⊕k.xn son exactamente los elementos primitivos de sh(x1, . . . , xn)
y se tiene la identificación sh(x1, . . . , xn) = sh(Prim(sh(x1, . . . , xn))), por lo tanto pode-
mos caracterizar a C como C ∼= sh(Prim(C)).

3.7. Hoch∗ y coálgebras suaves

Dada una coálgebra coconmutativa C, la relación entre las propiedades de Hoch∗ y la
noción de suavidad es bastante estrecha, ya que Hoch∗ está relacionado con las coderiva-
ciones como lo muestra la siguiente proposición:

Proposición 3.22. Sea C una k-coálgebra coconmutativa arbitraria, entonces Hoch1(C) ∼= Ω1
C .
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Demostración: una vez definidos morfismos en los dos sentidos, la prueba de que uno es
el inverso del otro es inmediata.

Recordamos que si C es coconmutativa, Hoch1(C) = Ker(b : C⊗2 → C⊗3) ya que
0 = ∆−∆op = b : C → C⊗2.

Sea γ : C⊗2 → C⊗2 definido por

x⊗ y 7→ ∆(x)ε(y)

Por la coasociatividad, γ|∆(C) = 0, por lo tanto γ define un morfismo del cociente LC =
(C ⊗ C)/∆(C), y restringiendo a los elementos simétricos de LC se obtiene un morfismo,
que también llamamos γ:

γ : Ω1
C → C⊗2

Veamos que Im(γ) ⊆ Hoch1(C):
Sea x⊗ y ∈ Ω1

C (suma sobre-entendida). Como Ω1
C es cosimétrico, tenemos que

x2 ⊗ y ⊗ x1 = x⊗ y1 ⊗ y2

aplicando γ ⊗ id obtenemos que

(∗) x2 ⊗ y ⊗ x1 − ε(y)x2 ⊗ x3 ⊗ x1 = x⊗ y1 ⊗ y2 − x1 ⊗ x2 ⊗ y

Recordamos que el diferencial b : C⊗2 → C⊗3 está definido por

b(c⊗ d) = c1 ⊗ c2 ⊗ d− c⊗ d1 ⊗ d2 + c2 ⊗ d⊗ c1,

luego
b(x⊗ y − ε(y)∆(x)) = x1 ⊗ x2 ⊗ y − x⊗ y1 ⊗ y2+

x2 ⊗ y ⊗ x1 − ε(y)(x1 ⊗ x2 ⊗ x3 − x1 ⊗ x2 ⊗ x3 + x1 ⊗ x2 ⊗ x3)

Si utilizamos la ecuación (∗) podemos concluir fácilmente que b(x ⊗ y − ε(y)∆(x)) = 0 y
por lo tanto γ : Ω1

C → Hoch1(C).

Definimos ahora γ′ : Hoch1(C) → Ω1
C como

γ′(x⊗ y) := x⊗ y

Lo único que hay que chequear es que Im(γ′) ⊆ Ω1
C , lo cual es un cálculo similar al

anterior. Sabiendo que γ y que γ′ están bien definidas está claro que una es la inversa de
la otra.

SeaC una coálgebra coconmutativa suave, supongamos que todas sus coálgebras sim-
ples son de dimensión uno (lo cual siempre es cierto si k = k), entonces C = ⊕i∈ICi don-
de I indexa el conjunto de subcoálgebras simples de C. Sabemos además que cada Ci es
suave (y local) y llamemos ei al único group-like de Ci. Si asumimos dimk(k.ei ∧Ci

k.ei) =
dimk(k.ei∧Ck.ei) <∞ y char(k) = 0, entoncesCi

∼= sh(x1, . . . xni
donde ni = dimk((k.ei∧C
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k.ei)/k.ei) y el cálculo de Hoch∗(Ci) ya ha sido realizado, tenemos que Hochr(Ci) = C
(ni

r )
i ,

en particular Hochr(Ci) = 0 ∀r >> 0. Por otra parte, gracias al Corolario 5.7 del Teorema
de escisión, sabemos que Hoch∗(⊕i∈ICi) = ⊕i∈IHoch∗(Ci), lo que concluye el cálculo de
las coálgebras coconmutativas suaves (sobre cuerpos algebraicamente cerrados de carac-
terı́stica cero, tales que para cada group-like e vale dimk(k.e ∧ k.e) < ∞). Este cálculo
puede ser considerado como la dualización del Teorema de Hochschild - Kostant - Ro-
senberg para álgebras que afirma que si A es una k-álgebra esencialmente de tipo finito
(i.e. A ∼= S−1B donde B es una k-algebra conmutativa de tipo finito) y k es un cuerpo
perfecto, entonces A suave implica HH∗(A) ∼= Ω∗(A).

Asumamos por el momento char(k) = 0 y k = k. La condición de que para cada
elemento tipo grupo e, dimk(k.e ∧ k.e) < ∞ puede ser vista como el análogo a que un
álgebra sea localmente finitamente generada. Si C es suave y sabemos que existe una
cota para {dimk(k.e ∧ k.e)}e∈G(C) en donde G(C) denota los elementos de tipo grupo de
C, tenemos que Hochr(C) = 0 para r >> 0. Hacemos la siguiente conjetura, cuyo interés
radica en que provee de un teorema de estructura a partir de propiedades cohomológicas:

Conjetura 3.23. Sea k un cuerpo de caracterı́stica cero, C una k-coálgebra coconmutativa tal que
existe n > 0 con dimk(S ∧S) < n para toda subcoálgebra simple S. Entonces C es suave si y sólo
si Hochr(C) = 0∀r ≥ n.

Notamos que la hipótesis de k algebraicamente cerrado no es esencial pues dada C
una k-coálgebra, entoncesC ′ := C⊗kk es una k-coálgebra, y Hoch∗(C ′|k) = Hoch∗(C|k)⊗k

k.
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4. Homologı́a cı́clica

Los resultados expuestos aquı́ han sido publicados en [F-S 99b].
La homologı́a cı́clica de álgebras sobre un anillo comutativo k es una herramienta po-

derosa en el estudio de álgebras, tanto ‘topológicas’ (anillos de funciones C∞) como ‘alge-
braicas geométricas’ (anillos de coordenadas de variedades afines) o ‘algebraicas aritméti-
cas’ (anillos de enteros de cuerpos numéricos, etc.) y en general, en cualquier aplicación
que se relacione con la K-teorı́a, pues la homologı́a cı́clica viene siempre provista de un
carácter de Chern. En el ejemplo de anillos de funciones (C∞, funciones polinomiales) la
homologı́a cı́clica recupera (en el caso suave) invariantes que tienen que ver con la to-
pologı́a más que con la geometrı́a, más precisamente, si con la homologı́a de Hochschild
se recuperaban las formas diferenciales, con la homologı́a cı́clica se recupera la cohomo-
logı́a de De Rham. La homologı́a cı́clica contiene a su vez, diversas operaciones análogas
a operaciones de la geometrı́a diferencial, como la derivada de Lie y el diferencial exterior
de De Rham dando lugar de esta manera a un ‘cálculo diferencial no-conmutativo’ para
anillos cualesquiera, como por ejemplo anillos que sean productos cruzados, o subanillos
de álgebras de operadores.

La motivación de contar con una homologı́a cı́clica para coálgebras viene del hecho de
que las categorı́as de comódulos existen en abundancia. Sabemos, a partir del trabajo de
Takeuchi [Tak 77a], que toda k-categorı́a abeliana de tipo finito (ver [Tak 77a]) es equiva-
lente a la categorı́a de comódulos sobre una coálgebra (la coálgebra de coendomorfismos
de cualquier objeto quasi-finito inyectivo co-generador). Encaramos la homologı́a cı́clica
de coálgebras como una manera de definir invariantes categóricos calculables, y tam-
bién esperando que de ésta manera se esté mas cerca de una definición de K-teorı́a para
coálgebras, que aún no existe.

Comenzaremos entonces con la definición, y demostraremos sus propiedades funda-
mentales, a saber:

Sucesión exacta larga que la relaciona con Hoch∗ (SBI)

Invariancia Morita - Takeuchi.

Un teorema de escisión a la Wodzicki.

Luego de dar la definición, comentaremos el ejemplo de la coálgebra tensorial TV , y
luego el ejemplo de la coálgebra topológica D(X), en donde naturalmente recuperamos
la cohomologı́a de De Rham. Hacemos notar que el teorema original de De Rham queda
expresado más naturalmente en estos nuevos términos, pues relaciona la cohomologı́a de
las corrientes (duales de las formas diferenciables, que se identifica con Hochn(D(X)) con
la cohomologı́a singular (dual de la homologı́a singular), en el lenguaje de coálgebras, el
teorema de De Rham relaciona Hoch∗(D(X)) con la homologı́a singular, dos teorı́as que
se definen en sı́ mismas, sin necesidad de dualización de una teorı́a previa.
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4.1. Cohomologı́a cı́clica de coálgebras

De manera análoga a la homologı́a cı́clica de álgebras, definimos la homologı́a cı́clica
de coálgebras a través de un complejo doble, damos a continuación la definición de los
operadores que intervienen en ese complejo:

Definición 4.1. Sea C una coálgebra topológica (incluimos a las coálgebras usuales poniéndole
la topologı́a discreta), y sean c1, . . . , cn ∈ C. Las siguientes fórmulas nos proveen morfismos bien
definidos (después de extender por linealidad y continuidad):

El morfismo cı́clico T : C⊗n → C⊗n definido por T (c1, . . . , cn) := (c2, . . . , cn, c1) y
t : C⊗n → C⊗n, t(c1, . . . , cn) := (−1)n+1(c2, . . . , cn, c1) = (−1)n+1T (c1, . . . , cn).

El diferencial de la resolución standard b′ : C⊗n → C⊗n+1,

b′(c1, . . . , cn) =
n∑

i=1

(−1)i+1(c1, . . . ,∆(ci), . . . , cn)

El diferencial del complejo que calcula Hoch∗, b : C⊗n → C⊗n+1,

b(c1, . . . , cn) = b′(c1, . . . , cn) + (−1)nT (∆(c1), c2, . . . , cn)

La norma N : C⊗n → C⊗n, N(c1, . . . , cn) =
∑n−1

i=0 t
i(c1, . . . , cn)

Enunciamos el siguiente lema, cuya primera parte dice en particular que el siguiente
diagrama es un complejo doble:

C∗∗(C) : C⊗3
1−t

oo

b

OO

C⊗3
N
oo

−b′

OO

C⊗3

b

OO

1−t
oo

C⊗2
1−t

oo

b

OO

C⊗2
N
oo

−b′

OO

C⊗2

b

OO

1−t
oo

C

b

OO

0
oo C

−b′

OO

C

b

OO

0
oo

donde Cpq(C) = C⊗q+1 para p, q ≥ 0, (1− t) : Cp,2q → Cp,2q+1 y N : Cp,2q+1 → Cp,2q+2.

Lema 4.2. Dada una k-coálgebra C:

1. Son ciertas las siguientes igualdades:

b2 = 0

tnC⊗n = id
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(1− t)N = N(1− t) = 0

(1− t)b = b′(1− t)

Nb′ = bN

2. Si char(k) = 0, las filas de C∗∗(C) son acı́clicas, excepto eventualmente en grado cero, por
lo tanto la homologı́a del complejo total asociado al complejo doble C∗∗(C) es la homologı́a
del subcomplejo (Ker((1− t) : C∗,0 → C∗,1), b).

3. Las columnas impares del bicomplejo (las que tienen a −b′ como diferencial) son acı́clicas.

Definición 4.3. La cohomologı́a de Tot(C∗∗(C)) será denotada HC∗(C) y será llamada la coho-
mologı́a cı́clica de la k-coálgebra C.

4.2. Sucesión SBI

La aparición explı́cita en la definición de HC∗(C) del complejo que calcula Hoch∗(C)
señala una estrecha relación entre las teorı́as Hoch∗ y HC∗, de hecho HC0(C) = Hoch0(C).
En general, para grados superiores se tiene la siguiente relación:

Proposición 4.4. Existe una sucesión exacta larga del tipo SBI:

· · · → HCn(C) →S HCn+2(C) →I Hochn+2(C) →B HCn+1(C) → . . .

La demostración consiste en considerar la sucesión exacta corta de complejos dobles

(∗) 0 → C̃∗∗(C) → C∗∗(C) → Coker ∗∗ → 0

donde C̃∗∗(C) es el subcomplejo cuyas dos primeras columnas son nulas:

C⊗3
1−t

oo

b

OO

0oo

OO

0

OO

oo

C⊗2
1−t

oo

b

OO

0oo

OO

0

OO

oo

C

b

OO

0
oo 0oo

OO

0

OO

oo

y por lo tanto Coker ∗∗ es:

C⊗3

−b′

OO

C⊗3

b

OO

1−t
oo

C⊗2

−b′

OO

C⊗2

b

OO

1−t
oo

C

−b′

OO

C

b

OO

0
oo

Esta sucesión exacta corta induce una sucesión exacta larga en cohomologı́a y luego
utilizamos el hecho de que la columna con diferencial −b′ es acı́clica, y por lo tanto pode-
mos usar el Lema de eliminación de complejos acı́clicos (ver [Lo 92]), que asegura que la
cohomologı́a del complejo Coker ∗∗ es Hoch∗(C).

Observaciones:
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1. Si consideramos coálgebras que no sean necesariamente counitarias (es decir, (C,∆ :
C → C ⊗ C), pero sin ε : C → k) y definimos la cohomologı́a cı́clica como la coho-
mologı́a del complejo doble anterior Tot(C∗∗(C)), vemos que la teorı́a intermedia
que reemplazarı́a a Hoch∗ en la proposición anterior es la cohomologı́a del complejo
total asociado al complejo doble con las dos columnas, la que tiene el diferencial b y
la del −b′, que no tiene por qué coincidir con Hoch∗ porque en este caso el complejo
formado por la columna 1 no es necesariamente acı́clico. Veremos más adelante que
esa es naturalmente la buena definición de Hoch∗ en el caso no counitario.

2. Como estamos considerando coálgebras counitarias, el diferencial b′ es acı́clico, se
puede usar el Lema de eliminación de complejos acı́clicos, y definir entonces de
manera equivalente la cohomologı́a cı́clica a través de un complejo doble triangular.
En los ejemplos TV y D(X) usaremos la versión ‘triangular’; de cualquier manera,
preferimos esta definición ‘cuadrada’ porque es la definición adecuada tanto para
el caso counitario como para el no-counitario.

4.3. El ejemplo TV

Aquı́ calcularemos HC∗(TV ) donde V es un k-espacio vectorial cualquiera, la estruc-
tura de coálgebra de TV =

∑
n∈N0

V ⊗n está dada por

∆(v1, . . . , vn) =
n∑

i=0

(v1, . . . , vi)⊗ (vi+1, . . . , vn)

donde vi ∈ V, i = 1, ..., n, y por convención v0 = vn+1 = 1. La counidad está definida por
ε(v1, . . . , vn) = 0 si n ≥ 1 y ε|k = idk.

Recordamos que gracias a una resolución pequeña de TV como (TV )e-comódulo, el
Corolario 2.4 y 2.5 (Corolario 2.9 y 2.10 de [F-S 98a]) nos dice que Hoch∗(TV ) puede ser
calculada como:

Para n 6= 0, 1 y para cualquier TV -bicomódulo M :

(1) Hn(M,TV ) = Hochn(M,TV ) = 0

y si dimk(V ) ≥ 2 (incluso podrı́a ser dimk(V ) = ∞):

(2) Hoch0(TV, TV ) = TV σ

(3) Hoch1(TV, TV ) = TVσ

donde si (V ⊗n)
σ es el espacio de invariantes de V ⊗n bajo la acción de Z/nZ (el genera-

dor σ de Z/nZ actúa en V ⊗n bajo la fórmula σ(v1 . . . vn) = vnv1 . . . vn−1) entonces TV σ =⊕
n≥0 (V ⊗n)

σ. De manera análoga denotamos TVσ a los coinvariantes.
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El cálculo de HC∗(TV ) se basa en construir un complejo S∗∗(TV ) cambiando las co-
lumnas del complejo triangular por el complejo anterior más sencillo que calcula Hoch∗,
y cuyo complejo total calcula HC∗(C):

TV

OO

V ⊗ TV
Poo

OO

0oo

OO

S∗∗(TV ) = TV

1−σ

OO

V ⊗ TV
Poo

OO

TV

1−σ

OO

donde P (v ⊗ (w1, . . . , wn)) =

= (v, w1, . . . , wn) + (wn, v, w1, w2, . . . , wn−1)

+(wn−1, wn, v, w1, w2, . . . , wn−2) + · · ·+ (w1, . . . , wn, v)

Observación: la cohomologı́a de la columna n-ésima de este complejo es Hoch∗(TV )[n],
por lo tanto, en caso de haber un morfismo de complejos dobles entre este complejo y el
complejo B∗∗(TV ) (que calcula HC∗) que induzca un isomorfismo en la cohomologı́a de
las columnas, el morfismo es necesariamente un quasi-isomorfismo.

Lema 4.5. Existe un morfismo de bicomplejos S∗∗(TV ) → B∗∗(TV ) que induce un isomorfismo
en la cohomologı́a de las columnas.

Demostración: exhibiremos aquı́ el morfismo sin demostrar que cumple con lo pedido,
para la demostración completa ver [F-S 99b].

Consideremos
id : TV → TV

y
j : V ⊗ TV → TV ⊗ TV

v ⊗ (w1, . . . , wn) 7→ 1⊗ P (v ⊗ w1, . . . , wn)

El morfismo S∗∗(TV ) → B∗∗(TV ) inducido por (id, j) es el morfismo de bicomplejos de-
seado.

Proposición 4.6. Con las notaciones anteriores:

1. HC0(TV ) = Hoch0(TV ) = TV σ

2. HC2n(TV ) = TV σ/P (TV ), si n ≥ 1.

3. HC2n+1(TV ) = Ker(P )/Im(1− σ)
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O, más compactamente:

∀n ≥ 0 HCn(TV ) =
⊕
k≥0

Hn(Z/kZ, V ⊗k)

por lo tanto en caracterı́stica cero, HCn(TV ) = 0 para todo n ≥ 1.

4.4. El ejemplo D(X)

Mostraremos aquı́ cómo es que se recupera la cohomologı́a de De Rham de una varie-
dad compacta X a partir de la cohomologı́a cı́clica de D(X). Compararemos primero el
diferencial que proviene de la sucesión SBI con el diferencial exterior de De Rham.

Observación: La composición I◦B induce un morfismo I◦B : Hochn+1(C) → Hochn(C) de
cuadrado cero. SiC = A′, I◦B corresponde a la traspuesta de B̃◦Ĩ : HHn(A) → HHn+1(A)

(donde B̃ y Ĩ denotan los morfismos correspondientes a la sucesión SBI para las álgebras).
Si además A es tal que HHn(A) = Ωn(A) para todo n ∈ N (por ejemplo cuando X es una
variedad diferenciable compacta y A = C∞(X)) entonces B̃ ◦ Ĩ = d : Ωn(A) → Ωn+1(A) es
el diferencial de De Rham. Puesto que en el caso C = A′ vale la igualdad Hochn(C) ∼= Ωn

C ,
y como Ωn

C = Ωn(A)′, entonces el siguiente diagrama es conmutativo:

Hochn+1(C)
I◦B // Hochn(C)

Ωn+1
C

e
d∗ // Ωn

C

e

donde d∗ denota el morfismo correspondiente a d.

Para describir HC∗(C) en términos de H∗DR(X; k) consideramos los siguientes morfis-
mos entre los bicomplejos B∗∗(C) y B∗∗(ΩC):

B∗∗(C) B∗∗(ΩC)

C

b

OO

C⊗2

b

OO

B
oo C⊗3

B
oo

b

OO

C

0

OO

Ω1
C

0

OO

d∗
oo Ω2

Cd∗
oo

0

OO

C

b

OO

C⊗2
B

oo

b

OO

π //
π′

oo C

0

OO

Ω1
C

0

OO

d∗
oo

C

b

OO

C

0

OO
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donde Ωn
C = Ωn(A)′, C⊗n = (A⊗n)′, b = (bA)∗, B = (BA)∗ y π y π′ son respectivamente los

morfismos traspuestos a los morfismos definidos por:

A⊗n+1 → Ωn(A)

(a0, a1, . . . , an) 7→ 1

n!
a0d(a1) ∧ · · · ∧ d(an)

y
Ωn(A) → A⊗n+1

a0d(a1) ∧ · · · ∧ d(an) 7→
∑
σ∈Sn

sgn(σ)(a0, aσ(1), . . . , aσ(n))

La columna de la derecha de ambos complejos calcula Hoch∗(C), por lo tanto, tomando
B≤n(C) y B≤n(ΩC) como los bicomplejos que consisten en las primeras n columnas de
B∗∗(C) y B∗∗(ΩC) respectivamente, se tiene una sucesión exacta corta de complejos

0 // B̃≤n+1(C)

eπn+1

��

// B≤n+1(C)

πn

��

// C∗,0(C) //

π0

��

0

0 // B̃≤n+1(ΩC)

eπ′n+1

OO

// B≤n+1(ΩC)

π′n

OO

// C∗,0(ΩC) //

π′0

OO

0

donde B̃≤n+1 denota al subcomplejo de B≤n+1 con ceros en la columna de la derecha. Si
inductivamente suponemos que B̃≤n+1(C) y B̃≤n+1(ΩC) son quasi-isomorfos, como C∗,0(C)
y C∗,0(ΩC) son quasi-isomorfos, entonces, por el Lema de los cinco, B≤n+1(C) y B≤n+1(ΩC)
resultan también quasi-isomorfos. Como la cohomologı́a del complejo total coincide con
el lı́mite inverso de las sohomologı́as de estos complejos, hemos demostrado que B∗∗(C)
y B∗∗(ΩC) son quasi-isomorfos.

Observación: En este ejemplo también hemos utilizado el Lema de eliminación de com-
plejos acı́clicos para ası́ usar Tot(B∗∗(C)) en vez de Tot(C∗∗(C)) en el cálculo de HC∗(C).

Como consecuencia de queB∗∗(C) yB∗∗(ΩC) sean quasi-isomorfos se tiene queHCn(C) =
Ker(d∗n)⊕Hn−2(Ω

∗
C)⊕Hn−4(Ω

∗
C)⊕ . . . . Los grupos Hn(Ω∗C) = Hn((Ω∗(A)′) fueron descrip-

tos por De Rham en su trabajo Relations entre la topologie et la théorie des intégrales multiples
[DeR], como la homologı́a singular (con coeficientes reales o complejos) de la variedadX .
Notamos aquı́ que en el artı́culo original de De Rham, el interés estaba en la cohomologı́a
de Ω∗(X)′ (las corrientes) y no en Ω∗(X) (las formas diferenciales).

Más allá del teorema de De Rham, notamos que los morfismos explı́citos entre (Hn(Ω∗C))′

y Hn(Ω∗(A)) pueden ser obtenidos de la manera siguiente:

ν : Hn(Ω∗(A)) → (Hn(Ω∗C))′

[ω] 7→ ([φ] 7→ φ(ω))
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y
γ : Hn(Ω∗C) → (Hn(Ω∗(A)))′

[x] 7→ ([ω] 7→ x(ω))

Podemos demostrar la suryectividad de ν de manera elemental: Dada ω : Hn(Ω∗C) → C
una función C-lineal y continua, como Hn(Ω∗C) = Ker(d∗n)/Im(d∗n−1), considerando ω ◦
π : Ker(d∗n) → C (donde π es la proyección al cociente), ω ◦ π se anula sobre Im(d∗n−1).
Como Ker(d∗n) es un subespacio cerrado de Ωn

C , el teorema de Hahn-Banach nos asegura
que existe una extensión lineal y continua de ω que llamaremos ω̃ : Ωn

C → C. Se tiene
ω̃ ∈ (Ωn

C)′ = Ωn(A)′′ = Ωn(A). Por otro lado, el elemento ω̃ es un cociclo de De Rham
puesto que d(ω̃) = ω̃ ◦ d∗ = ω̃|Ker(d∗) ◦ d∗ = ω ◦ π ◦ d∗ = 0. A su vez, [ω̃] se mapea en ω
porque [ω̃]([φ]) = φ(ω̃) = ω̃(φ) = (ω ◦ π)(φ) = ω([φ]) (donde la tercera igualdad es válida
porque φ ∈ Ker(d∗n)).

Veamos también que γ es sobreyectiva:
Dado z : Hn(Ω∗(A)) → C, si p es la proyección Ker(dn) → Hn(Ω∗(A)) entonces z ◦ p :

Ker(dn) → C. Nuevamente por el teorema de Hahn-Banach, z◦p se extiende a z̃ : Ωn(A) →
C, z̃ ∈ (Ωn(A))′ = Ωn

C . Falta ver que z̃ es un cociclo que se mapea en z:

d∗(z̃) = z̃ ◦ d = z̃|Ker(d) ◦ d = z ◦ p ◦ d = 0

y
[z̃] 7→ ([ω] 7→ z̃(ω) = z(p(ω)) = z([ω]))

Como γ es sobreyectiva, el morfismo traspuesto γ′ es inyectivo. Tenemos

Hn(Ω∗(A))′′
γ′ // Hn(Ω∗C)′

Hn(Ω∗(A))

jA

OO
ν

77ooooooooooo

luego γ′ es sobreyectivo, ya que ν lo es. Notar que el teorema de De Rham implica que
Hn(Ω∗(A)) ≡ Hn

DR(X) es un espacio Hausdorff, lo que equivale a la inyectividad de jA, y
por lo tanto ν es un isomorfismo.

Podemos obtener resultados particulares sin utilizar el teorema de De Rham: es claro
que Ωn(A) es un espacio Hausdorff ya que es un sumando directo de Ar para algún r ∈ N
(Ωn(A) es A-proyectivo de tipo finito) y por lo tanto HHn(A) = Ωn(A) es Hausdorff.
Como HC0(A) = HH0(A) = A, se tiene que HC0(A) es Hausdorff. También HC1(C) es el
núcleo de un morfismo entre dos espacios Hausdorff, por lo tanto HC1(C) es Hausdorff.
Lo mismo sucede para HC1(A) y en consecuencia para H1

DR(X) ya que este último es un
subespacio del anterior.

Por la sucesión SBI para álgebras, se tiene un morfismo sobreyectivo HH1(A) →
HC1(A), y por lo tanto una inyección (HC1(A))′ → (HH1(A))′ que es una inmersión ya
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que HC1(A) tiene la topologı́a cociente de HH1(A). Tenemos entonces un epimorfismo
HH1(A) = HH1(A)′′ → HC1(A)′′. Por otro lado, considerando el diagrama:

HC0(A) // HH1(A) // HC1(A)

j

��

// 0

HC0(A)′′ // HH1(A)′′ // HC1(A)′′ // 0

La fila de arriba es siempre exacta, la de abajo es exacta en HC1(A)′′. Por el Lema de
los cinco, j es un isomorfismo algebraico, en particular es inyectivo, luego HC1(A) is
Hausdorff. Notamos también que (Ωn(A)/dΩn−1(A))

′
= Ker(d∗n). Entonces HCn(C) =

(Ωn(A)/dΩn−1(A))
′⊕(⊕i≥1)H

DR
n−2i(C)) (esta expresión es igual a (HCn(A))′ cuandoHn(Ω∗(A))

es Hausdorff).

El morfismo S es fácilmente descriptible:

S : HCn(C) // HCn+2(C)

Ker(d∗n)⊕
⊕

0<i≤[n
2
]H

DR
n−2i(C) Ker(d∗n+2)⊕

⊕
0<i≤[n+2

2
]H

DR
n−2i(C)

Bajo esta identificación, el morfismo S es la proyección Ker(Ωn+1
C → Ωn

C) → HDR
n (X)

en la primera coordenada, y la identidad de HDR
n−2k(X) en las otras coordenadas.

Para n = 1, HC1(C) = HC1(A)′. En caso de que X sea una variedad orientable de
dimensión r, fijando un elemento de volumen se tiene la dualidad ∗ : Ωk(X) → Ωr−k(X).
En este caso Hr−1

DR (X) también es Hausdorff, y podemos utilizar la homologı́a de las co-
rrientes para hacer descripciones del siguiente tipo:

Supongamos que el operador∇2 = ∗d∗d : A→ A es sobreyectivo (por ejemplo cuando
X ⊂ Rn es un dominio acotado con ∂(X) suave) y sea ω ∈ Ω1(X). Si consideramos la
ecuación

(d(ω∗))∗ = ∇2(f)

como ∇2 es sobreyectivo, esta ecuación tiene una solución f̃ , entonces d(ω∗) = d((df̃)∗).
Si H1

DR(X) = 0, entonces existe η ∈ Ωn−2(X) tal que dη = ω∗ − (df̃)∗, aplicamos entonces
∗, que es involutivo, obteniendo ω = (dη)∗ + df̃ . Estos argumentos son suficientes, en el
caso de tener una variedad Riemanniana de dimensión 3, para decir que todo campo de
vectores se puede escribir como un gradiente más un rotor (después de identificar a los
campos con las 1-formas utilizando la dualidad Ω2(X) ∼= Ω1(X)).

En el caso de las corrientes, como H1(Ω
∗
C) = (H1

DR(X))′, el primer espacio es nulo
si y sólo si el segundo lo es (puesto que H1

DR(X) es Hausdorff). Una vez identificado el
diferencial dcoalg del complejo Ω∗C con el diferencial (∗ ◦ dDR)′, los argumentos del párrafo
anterior pueden repetirse, ya que C = A′ y los morfismos I, B, S son los traspuestos de
los morfismos Ĩ , B̃, S̃ que relacionan HC∗(A) y HH∗(A).
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4.5. Invariancia Morita - Takeuchi

Una de las propiedades mas importantes de Hoch∗ y H∗ es que son invariantes por
equivalencias Morita - Takeuchi, en esta sección demostraremos lo mismo para HC∗. Ha-
cemos notar que para el caso de álgebras, la invariancia Morita de la homologı́a y cohomo-
logı́a de Hochschild fue demostrada por Dennis - Igusa [D-I 82]. Esta demostración daba
un morfismo de traza para el caso particular de tener las álgebras A y Mn(A). En el caso
genérico de dos álgebras Morita - equivalentes A y B, se sabı́a que HH∗(A) ∼= HH∗(B)
y que HH∗(A) ∼= HH∗(B), pero no se contaba con un morfismo explı́cito. La demostra-
ción de la invariancia de HC∗ para el caso de álgebras fue hecha independientemente por
C. Kassel [Ka 88] y McCarthy [McC 88]. McCarthy no demuestra la invariancia de HC∗
en forma directa sino utilizando la sucesión SBI y el hecho de la invariancia Morita de
H∗. Para ésto se necesita un isomorfismo explı́cito entre HH∗(A) y HH∗(B) y otro morfis-
mo explı́cito entre HC∗(A) y HC∗(B) , que sean naturales con respecto a la sucesión SBI.
La demostración de Kassel es más abstracta, utiliza la cohomologı́a cı́clica bivariante y
muestra que el funtor de la categorı́a de k-álgebras asociativas y morfismos de álgebras
en k-módulos dada por la homologı́a cı́clica se factoriza por la categorı́a cuyos objetos son
k-álgebras asociativas pero cuyos morfismos son, dadas dos k-álgebras A y B, las clases
de isomorfismo de A-B-bimódulos B-proyectivos de tipo finito. La equivalencia Morita
induce entonces una HC-equivalencia, es decir que se tienen elementos en HC0(A,B) y
HC0(B,A), uno el inverso del otro, y esto implica el isomorfismo entreHC∗(A) yHC∗(B).
La demostración que daremos nosotros sigue las ideas de McCarthy en el sentido que uti-
liza la sucesión SBI, sin embargo, el morfismo de McCarthy es un tanto complicado, y no
es fácilmente dualizable. La exposición que daremos aquı́ es un poco diferente a la que
figura en la literatura ([F-S 99b]), la idea que permite una simplificación sustancial en la
exposición (y que puede ser utilizada también para álgebras) es el siguiente lema, junto
a una coálgebra intermedia adecuada construida a partir de dos coálgebras equivalentes
Morita - Takeuchi:

Lema 4.7. Sean C y D dos coálgebras tales que existe un morfismo f : C → D que respeta la
comultiplicación pero no necesariamente la counidad (i.e. ∆ ◦ f = (f ⊗ f) ◦ ∆). Supongamos
además que este morfismo f induce un isomorfismo f ∗ : Hoch∗(C) → Hoch∗(D), entonces f
induce un isomorfismo f ∗ : HC∗(C) → HC∗(D)

Demostración: Es claro que las definiciones de los complejos standard que calculan Hoch∗

y HC∗ no hacen uso de la counidad, sólo hacen uso de la comultiplicación ∆, por lo tanto
es claro que todo morfismo comultiplicativo induce un morfismo entre los complejos que
calculan Hoch∗ yHC∗, y por lo tanto induce morfismos entre f ∗ : Hoch∗(C) → Hoch∗(D) y
f ∗ : HC∗(C) → HC∗(D). También es claro que f induce un morfismo entre las sucesiones
exactas cortas de la demostración de SBI asociadas a C y a D, luego, dadas las hipótesis
f ∗ : Hoch∗(C) ∼= Hoch∗(D), el lema es consecuencia usar el lema de los cinco en la sucesión
SBI.

Lema 4.8. Sean C y D dos coálgebras (algebraicas) equivalentes Morita - Takeuchi. Entonces
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existe una coálgebra E y dos morfismos comultiplicativos (pero no necesariamente counitarios)

f : E → C y g : E → D

tales que f y g inducen isomorfismos en Hoch∗

Demostración: Exhibiremos la coálgebraE y los morfismos, la demostración de que cum-
plen con lo requerido se encuentra en [F-S 99b].

Como C y D son equivalentes Morita - Takeuchi, sabemos que la equivalencia entre
las categorı́as de C-comódulos y D-comódulos está dada por P�C− donde P es quasi-
finito e inyectivo (tanto mirado como C-comódulo, como mirado como D-comódulo), y
que D ∼= eC(P ). Tomamos E := eC(C ⊕ P ).

El morfismo entre E y C está dado por la proyección

E = eC(C ⊕ P ) ∼= hC(C,C)⊕ hC(C,P )⊕ hC(P,C)⊕ hC(P, P ) → hC(C,C) ∼= C

y el morfismo entre E y D está dado por la otra proyección:

E = eC(C ⊕ P ) ∼= hC(C,C)⊕ hC(C,P )⊕ hC(P,C)⊕ hC(P, P ) → hC(P, P ) ∼= D

Utilizando la coálgebra intermedia que nos provee este lema, más el lema anterior,
obtenemos como corolario el teorema de invariancia:

Teorema 4.9. Sean C y D dos coálgebras (algebraicas) que son equivalentes Morita - Takeuchi,
entonces HC∗(C) ∼= HC∗(D).
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5. De las coálgebras no counitarias y de un teorema de es-
cisión a la Wodzicki para Hoch∗ y HC∗

5.1. Coálgebras no counitarias

En esta sección consideraremos coálgebras que no son necesariamente counitarias, es
decir, espacios vectoriales C junto con un morfismo coasociativo ∆ : C → C ⊗ C, y no
requeriremos que exista ε ∈ C∗ tal que (ε⊗id)∆ = (id⊗ε)∆ = id. Contar con una teorı́a no-
counitaria permite aplicaciones a situaciones en donde hay morfismos comultiplicativos
(eventualmente entre coálgebras counitarias) pero que no verifican necesariamente fε =
ε.

Observamos que los complejos (C⊗∗, b′), (C⊗∗, b) y C∗∗(C) tienen sentido en el caso no
counitario ya que sólo utilizan el morfismo ∆ como dato.

Veamos primero que, como en el caso de álgebras, el funtor olvido, de la categorı́a de
coálgebras counitarias en la categorı́a de coálgebras no counitarias admite un adjunto, en
particular, dada una coálgebra C, existirá una coálgebra C̃ más grande y un morfismo
de coálgebras C̃ → C, universal con respecto a todos los morfismos de coálgebras con
dominio una coálgebra counitaria. Definamos entonces C̃:

Sea C̃ := C ⊕ k como espacio vectorial, identificando C̃ ⊗ C̃ = (C ⊕ k) ⊗ (C ⊕ k) con
(C ⊗ C)⊕ C ⊕ C ⊕ k, definimos el coproducto por:

∆ eC : C̃ → C̃ ⊗ C̃

(c, λ) 7→ (∆C(c), c, c, λ)

Se verifica fácilmente que ∆ eC es coasociativo, y que tiene counidad

ε : C̃ → k

(c, λ) 7→ λ

Se verifica también que la proyección C̃ → C ((c, λ) 7→ c) es un morfismo comultiplicativo.
Es claro que la asignación C 7→ C̃ es funtorial. Si además D es una coálgebra con

counidad y f : D → C es un morfismo comultiplicativo, existe una única manera de
definir un morfismo counitario f ′ : D → C̃ de tal manera que la composiciónD → C̃ → C
sea igual a f , pues al pedirle esto último más la counitariedad, la única opción es definir
f ′(d) := (f(d), ε(d)). También es claro que si g : D → C̃ es un morfismo de coálgebras
counitarias, entonces la composición D → C̃ → C es un morfismo comultiplicativo entre
D y C, y estas dos construcciones son recı́procas, es decir:

HomCoalg-counit(D, C̃) = HomCoalg-nocounit(D,C)

para toda coálgebra counitaria D.
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Para una coálgebra no necesariamente counitaria C y un bicomódulo no necesaria-
mente counitario M se definen las siguientes teorı́as de cohomologı́a:

Hoch∗bar(M,C) := H∗(M ⊗ C⊗∗, b′)

Hoch∗naive(M,C) := H∗(M ⊗ C⊗∗, b)

Hoch∗(C) := H∗
(
Coker((k⊗∗, b) → (C̃⊗∗, b))

)
donde por bicomódulo no necesariamente counitario entendemos un espacio vectorialM
provisto de dos morfismos coasociativos ρ− : M → C ⊗M y ρ+ : M →M ⊗C. Si M = C,
Hoch∗bar(M,C) se denotará Hoch∗bar(C), idem para Hoch∗naive.

Con el objetivo de poder sustituir algunos de los complejos de la definición anterior
por otros más convenientes en la demostración del teorema principal de esta sección,
demostraremos el siguiente lema, que es el análogo -en el contexto de coálgebras- al del
cambio de la resolución standard por la resolución normalizada.

Lema 5.1. Sea (D,∆, ε) una coálgebra counitaria y denotemos conD ⊂ D al núcleo de ε : D → k.
Entonces

1. (D ⊗D
⊗∗
, b) es un subcomplejo de (D ⊗D⊗∗, b).

2. La inclusión de complejos (D ⊗D
⊗∗
, b) → (D ⊗D⊗∗, b) induce un isomorfismo en homo-

logı́a.

Demostración: ver que (D⊗D⊗∗, b) es un subcomplejo es un cálculo directo, demostremos
que la inclusión es un quasi-isomorfismo.

La prueba es por inducción en el grado, usando una composición iterada de inclu-
siones, cada una de la cual es un quasi-isomorfismo. Más precisamente, dado p ≥ 1,
consideramos la inclusión del complejo de la primera fila en el de la segunda:

D
b //

��

D ⊗D
b //

��

. . . b // D ⊗D
⊗p b //

��

D ⊗D
⊗p+1 b //

��

D⊗2 ⊗D
⊗p+1 b //

��

. . .

D
b //

��

D ⊗D
b //

��

. . . b // D ⊗D
⊗p b //

��

D⊗2 ⊗D
⊗p b //

��

D⊗3 ⊗D
⊗p b //

��

. . .

0 0 . . . 0 // D ⊗ k ⊗D
⊗p b // D⊗2 ⊗ k ⊗D

⊗pb // . . .

en donde también hemos escrito el conúcleo. Ahora calcularemos el diferencial inducido
en el conúcleo. Sea (d1, . . . , dr, 1, c1, . . . , cp) be an element of D⊗r⊗ k⊗D⊗p

y sea x ∈ D un
elemento de D tal que ε(x) = 1, entonces

b(d1, . . . , dr, 1, c1, . . . , cp) = (id⊗r+1 ⊗ ε⊗ id⊗p)(b(d1, . . . , dr, x, c1, . . . , cp)) =

= b′(d1, . . . , dr)⊗ 1⊗ c1 ⊗ . . .⊗ cp

55



Esto prueba que el conúcleo es acı́clico (pues para una coálgebra counitaria, el complejo
(D⊗∗, b′) tiene ε ⊗ id como homotopı́a de contracción) y por lo tanto la inclusión es un
quasi-isomorfismo. Si denotamos por Fp al subcomplejo de la primera fila del diagrama,
tenemos una sucesión de inclusiones F0 ⊂ F1 ⊂ F2 ⊂ · · · ⊂ (D ⊗ D⊗∗, b). Si queremos
calcular la cohomologı́a del complejo D ⊗D

⊗∗
en grado n, basta calcular la cohomologı́a

de Fn+1 en ese grado, y lo que hemos probado es que este complejo es quasi-isomorfo al
complejo original (D ⊗D⊗∗, b).

Corolario 5.2. Con la definición de esta sección de Hoch∗(C), estos grupos de cohomologı́a pueden
ser calculados como la cohomologı́a del complejo total asociado al siguiente complejo doble:

C
b //

0=1−t

��

C⊗2

1−t
��

b // C⊗2

1−t
��

b // . . .

C
b′ // C⊗2 b′ // C⊗2 b′ // . . .

Demostración: Delinearemos la idea general, para los detalles, ver [F-S 99b].

Observamos primero que C̃ = C y k = 0. Como Hoch∗(C) = H∗(Coker((k⊗∗, b) →
(C̃⊗∗, b))) el resultado se sigue de hacer el cálculo de este conúcleo utilizando las reso-
luciones reducidas. Notar que si C es una coálgebra counitaria, este corolario muestra
también que las dos posibles definiciones de Hoch∗(C) (viendo a C como coálgebra cou-
nitaria, u olvidando la counidad de C y viendo a C como no counitaria) coinciden, pues
para C counitaria (C⊗∗, b′) es acı́clico.

5.2. Coálgebras H-counitarias

Observaciones: 1. El complejo doble del Corolario anterior es exactamente el mismo com-
plejo doble que aparece en la demostración de la sucesión SBI.
2. Este complejo doble es el cono del morfismo 1 − t : (C⊗∗, b) → (C⊗∗, b′) (corrido en un
grado). Este hecho implica que hay una sucesión exacta larga relacionando las tres teorı́as
tipo Hoch definidas anteriormente, más precisamente hay una sucesión exacta larga

. . . // Hochn+1
bar (C) // Hochn(C) // Hochn

naive(C)
1−t // Hochn

bar(C) // . . .

3. La definición de Hoch∗ que dimos en esta sección es un caso particular de la definición
de una teorı́a relativa asociada al morfismo suryectivo C̃ → C. Para extensiones generales
damos la siguiente definición:

Definición 5.3. Diremos que una coálgebraC (no necesariamente counitaria) satisface escisión
para Hoch∗naive, si y sólo si para cualquier sucesión exacta corta de coálgebras (no necesariamente
counitarias) y morfismos de coálgebras

0 → E → D → C → 0
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el morfismo inducido (D⊗∗, b)/(E⊗∗, b) → (C⊗∗, b) induce un isomorfismo en homologı́a, i.e.
Hoch∗naive(D|E) ∼= Hoch∗naive(C) (donde Hoch∗(D|E) es por definición H∗((D⊗∗, b)/(E⊗∗, b)).
En el caso de coálgebras topológicas, pedimos además que la sucesión se parta sobre k (de manera
continua).

Nota: una sucesión 0 → E → D → C → 0 como en la definición anterior se llama exacta
si es exacta en tanto que sucesión de espacios vectoriales.

De manera análoga diremos que C satisface escisión para Hoch∗, Hoch∗bar o HC∗, don-
de HC∗ está definida para el caso no counitario utilizando el mismo complejo que en el
caso counitario.

Observación: Podrı́a haberse definido HC∗naive como la cohomologı́a del complejo C∗∗(C)

yHC∗(C) como la teorı́a de cohomologı́a relativa asociada a C̃:H∗(Coker(C∗∗(k) → C∗∗(C̃)),
pero ambas definiciones dan la misma cohomologı́a. Este fenómeno debe su explicación
a que ambas teorı́as satisfacen la sucesión exacta larga SBI, que relaciona HC∗ y HC∗naive

con la versión no-counitaria de Hoch∗, y a que existe un morfismo canónico entre las dos
teorı́as, que es natural con respecto a la sucesión SBI. Luego el isomorfismo entre ambas
teorı́as se demuestra usando que HC0 = HC0

naive = Hoch0, y por inducción para los gra-
dos superiores, a través del lema de los cinco. Podemos observar también que, en lo que
a Hoch∗ se refiere, el punto clave para poder pasar de Hoch∗ a Hoch∗naive depende de la
aciclicidad del complejo (C⊗∗, b′), que es inmediata en el caso counitario.

Definición 5.4. Sea C una coálgebra (no necesariamente counitaria), diremos que C es H-cou-
nitaria si y sólo si el complejo (C⊗∗, b′) es acı́clico.

Notemos que counitariedad implica H-counitariedad. Enunciamos el teorema princi-
pal de esta sección, y luego comentamos los lemas que se necesitan para su demostración:

5.3. El teorema de escisión

Teorema 5.5. (Escisión) Sea C una coálgebra no necesariamente counitaria, entonces las siguien-
tes condiciones son equivalentes:

1. C es H-counitaria.

2. C satisface escisión para Hoch∗

3. C satisface escisión para Hoch∗naive

4. C satisface escisión para Hoch∗bar

5. C satisface escisión para HC∗

Previo a los lemas para la demostración de este teorema de escisión, demostramos dos
corolarios, que en realidad son la motivación principal del teorema:
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Corolario 5.6. Sea
C

f //

i
��

C ′

j

��
D

f ′ // D′

un diagrama conmutativo de coálgebras y morfismos de coálgebras donde i y j son suryectivos.
Supongamos que el morfismo inducido f : E = Coker(i) → Coker(j) es un isomorfismo de
coalgebras (no necesariamente counitarias). Un tal cuadrado será llamado cuadrado de Milnor.
Si además suponemos que E es H-counitaria, entonces existe una sucesión exacta larga del tipo
Mayer-Vietoris

· · · → Hochn(C) → Hochn(D)⊕ Hochn(C ′) → Hochn(D′) → Hochn+1(C) → . . .

· · · → HCn(C) → HCn(D)⊕HCn(C ′) → HCn(D′) → HCn+1(C) → . . .

Demostración: considerando las teorı́as relativas, se tienen las siguientes sucesiones exac-
tas largas:

. . . // Hochn(C) i //

f

��

Hochn(D) //

f ′

��

Hochn(D|C) //

f
��

Hochn+1(C)

��

// . . .

. . . // Hochn(C ′)
j // Hochn(D′) // Hochn(D′|C ′) // Hochn+1(C ′) // . . .

por la hipótesis deH-counitariedad, podemos sustituir las teorı́as relativas por no-relativas:

Hoch(D|C) ∼= Hoch∗(E) ∼= Hoch∗(D′|C ′)

Luego la sucesión de Mayer - Vietoris es una consecuencia formal del diagrama anterior;
el morfismo de conexión es la composición en zigzag, subiendo con el morfismo

(
f
)−1

.

Corolario 5.7. Sean Ci, i = 1, . . . , r coálgebras counitarias y sea C = ⊕r
i=1Ci. Entonces

Hoch∗(C) = ⊕r
i=1Hoch∗(Ci)

HC∗(C) = ⊕r
i=1HC

∗(Ci)

Demostración: por inducción, es suficiente demostrar el corolario para r = 2, y esto sale
de considerar el cuadrado de Milnor

0

��

// C1

i1
��

C2
i2 // C

Puesto que el conúcleo de i1 es C2 que es counitario, en particlar es H-counitario y pode-
mos utilizar la sucesión de Mayer - Vietoris, que da el isomorfismo deseado.

Pasamos ahora a enunciar los lemas que se usan en la demostración del teorema prin-
cipal:
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Lema 5.8. Sea C una coálgebra H-counitaria,

0 → E → D → C → 0

una sucesión exacta corta de coálgebras y morfismos comultiplicativos y M un E-D-bicomódulo.
Entonces los morfismos de complejos inducidos por la proyección de D en C, (M ⊗ D⊗∗, b) →
(M ⊗ C⊗∗, b) y (M ⊗D⊗∗, b′) → (M ⊗ C⊗∗, b′) son quasi-isomorfismos.

Demostración: la idea general es similar a la de la demostración del lema 5.1 de sustitu-
ción del complejo standard por el complejo reducido, para los detalles ver [F-S 99b].

Como corolario de este lema, se demuestran los dos lemas siguientes:

Lema 5.9. Bajo las mismas hipótesis que el lema 5.8, las inclusiones

(E ⊗ E⊗∗, b) → (E ⊗D⊗∗, b) y (E ⊗ E⊗∗, b′) → (E ⊗D⊗∗, b′)

son quasi-isomorfismos.

Demostración: ver [F-S 99b].

Lema 5.10. Asumamos las mismas hipótesis que el lema 5.8, entonces las proyecciones

(C ⊗D⊗∗, b) → (C ⊗ C⊗∗, b) y (C ⊗D⊗∗, b′) → (C ⊗ C⊗∗, b′)

son quasi-isomorfismos.

Demostración: ver [F-S 99b]

Demostración: (del teorema 5.5)
1.⇒ 3. y 4.

Consideremos 0 → E → D → C → 0 una extensión de coálgebras y morfismos de
coálgebras dondeC esH-counitaria, queremos probar que el morfismo (D⊗

∗
, b)/(E⊗

∗
, b) →

(C⊗
∗
, b) es un quasi-isomorfismo y lo mismo para los respectivos complejos con el dife-

rencial b′.
Considerando el diagrama de complejos:

0 // (E ⊗ E⊗∗, b)

��

// (D⊗∗, b) // (D⊗∗, b)/(E⊗∗, b) > ��

>

// 0

0 // (E ⊗D⊗∗, b) // (D⊗∗, b) // (C ⊗D⊗∗, b) //

��

0

(C⊗∗, b)

por el lema 5.9 el morfismo de la primera columna es un quasi-isomorfismo, luego (uti-
lizando un argumento tipo lema de los cinco) también es un quasi-isomorfismo la flecha
punteada.
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El morfismo de la parte de abajo de la tercera columna es un quasi-isomorfismo por el
lema 5.10. Los argumentos para el diferencial b′ son idénticos.

(3. and 4.) ⇔ 2. es una consecuencia de la sucesión exacta larga de la observación 2. del
primer párrafo de esta sección.

2.⇔ 5. es una consecuencia de la sucesión SBI.

4.⇒ 1.
Sabemos que C satisface escisión para Hoch∗bar y queremos ver que C es H-counitaria.

Elegimos la extensión
0 → k → C̃ → C → 0

Como k y C̃ son counitarias, Hoch∗bar(k) = 0 = Hoch∗bar(C̃), entonces

Hoch∗bar(C) = Hoch∗bar(C̃|k) = 0.

Para finalizar, basta ver 3.⇒ 1.
Consideremos de nuevo la extensión

0 → k → C̃ → C → 0

Por hipótesis Hoch∗naive(C̃|k) ∼= Hoch∗naive(C). Pero por definición, Hoch∗(C) = Hoch∗naive(C̃|k)
y sabemos que hay una sucesión exacta larga (de nuevo observación 2. de esta sección)
relacionando Hoch∗(C), Hoch∗naive(C) y Hoch∗bar(C), por lo tanto podemos concluir que
Hoch∗bar(C) = 0, y esto es precisamente la definición de H-counitariedad.
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6. Extensión de la teorı́a al caso diferencial graduado

6.1. Coálgebras diferenciales graduadas

Una k-coálgebra diferencial graduada es una coálgebra en la categorı́a de k-espacios
vectoriales diferenciales graduados. La categorı́a de espacios vectoriales diferenciales gra-
duados sobre un cuerpo k es una categorı́a monoidal, por lo tanto la noción de coálgebra
en esa categorı́a tiene sentido.

Recordamos esta estructura monoidal: si V = ⊕n∈ZVn y W = ⊕n∈ZWn son dos es-
pacios vectoriales graduados, entonces V ⊗ W es un espacio vectorial graduado con la
graduación (V ⊗ W )n = ⊕p+q=nVp ⊗ Vq; si V = (⊕n∈ZVn, dV ) y W = (⊕n∈ZWn, dW )
son además objetos diferenciales, el diferencial en V ⊗ W se define como d(v ⊗ w) =
d(v)⊗w+ (−1)|v|v⊗ d(w) donde v es un elemento homogéneo de grado |v|, y se extiende
este diferencial por linealidad.

Una coálgebra diferencial graduada es entonces un espacio vectorial diferencial gra-
duado C = (⊕n∈ZCn, dC) junto con un morfismo de espacios vectoriales diferenciales
graduados ∆C : C → C ⊗ C que es coasociativo y counitario.

Que ∆ sea un morfismo de espacios diferenciales graduados dice que es un morfismo
graduado (i.e. ∆|Cn : Cn → ⊕p+q=nCp ⊗Cq) y que conmuta con el diferencial, tomando en
C ⊗ C el diferencial del producto tensorial. En fórmulas, esto dice que si c ∈ C,

∆(d(c)) =
∑
(c)

d(c1)⊗ c2 + (−1)|c1|c1 ⊗ d(c2)

(notación de Sweedler sobreentendida, y se eligieron los ci’s homogéneos). Esta condición
se suele denominar como condición de coderivación de d.

De hecho, la categorı́a de espacios vectoriales diferenciales graduados es una categorı́a
de comódulos sobre un álgebra de Hopf (de ahı́ su estructura monoidal). Si consideramos
k[Z] = k[x, x−1], los comódulos sobre k[x, x−1] son precisamente los objetos Z-graduados,
si además cada objeto tiene un diferencial de cuadrado nulo, entonces es una representa-
ción de k[d]/d2 (o equivalentemente, una corepresentación de (k[d]/d2)∗ = k ⊕ kD, donde
llamamos {1, D} a la base dual de {1, d} ⊂ k[d]/d2). Llamemos H a la k-álgebra generada
por x, x−1 y D con las relaciones

Dx = −xD ; D2 = 0

y definimos la comultiplicación

∆(D) = D ⊗ x+ 1⊗D

∆(x) = x⊗ x

Esta definición de ∆ es compatible con las relaciones Dx = −xD y D2 = 0, por lo tanto
se puede extender multiplicativamente. Con esta multiplicación y comultiplicación, H es
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un álgebra de Hopf que no es ni conmutativa ni coconmutativa, la counidad está deter-
minada por D 7→ 0 y x 7→ 1, la antı́poda esta dada por x 7→ x−1 y D 7→ −Dx−1. Una base
de H está dada por {xn : n ∈ Z; D.xn : n ∈ Z}, y se tienen morfismos de coálgebra
H → k[z, z−1] (evaluando D en cero) y H → k[D]/D2 = (k[d]/d2)∗ (evaluando x en uno),
por lo tanto, todo H-comódulo es un k[x, x−1]-comódulo y (k[d]/d2)∗-comódulo (o bien
k[d]/d2-módulo). Por otro lado, si V es un espacio vectorial diferencial graduado, es fácil
chequear que

v 7→
∑
n∈Z

xn ⊗ vn +
∑
n∈Z

Dxn ⊗ d(vn)

es una coacción, donde v =
∑

n∈Z vn es la decomposición que da la graduación de V
y d es el diferencial de V . Con menor grado de evidencia, se puede mostrar que estas
construcciones son recı́procas.

A modo de ejemplo, mostraremos como las fórmulas de la graduación y del diferencial
del producto tensorial se pueden deducir de la estructura monoidal de los H-comódulos:

Sean V y W dos espacios vectoriales diferenciales graduados, sea vp ∈ Vp y wq ∈ Wq

dos elementos homogéneos de grado p y q respectivamente. Sabemos en general que si m
es un elemento de un H-comódulo, entonces ρ(m) =

∑
n∈Z x

n⊗mn +
∑

n∈ZDx
n⊗ d(mn),

entonces para calcular d(vp ⊗ wq) y el grado de vp ⊗ wq, lo que hay que hacer es co-actuar
a vp⊗ vq. La coacción en V ⊗W está definida diagonalmente, es decir, se coactúa tanto en
V como en W , y se multiplican las componentes en H , por lo tanto

ρ(vp ⊗ wq) = (xp ⊗ vp +Dxp ⊗ d(vp))(x
q ⊗ wq +Dxq ⊗ d(wq)) =

(multiplicación realizada en TH((H ⊗ V )⊕ (H ⊗W )))

= xpxq ⊗ vp ⊗ wq +Dxpxq ⊗ d(vp)⊗ wq + xpDxq ⊗ vp ⊗ d(wq) +DxpDxq ⊗ d(vp)⊗ d(wq) =

= xp+q ⊗ vp ⊗ wq +Dxp+q ⊗ (d(vp)⊗ wq + (−1)pvp ⊗ d(wq))

Esta cuenta nos dice que vp⊗wq es homogéneo de grado p+ q, y que d(vp⊗wq) calculado
en la categorı́a de H-comódulos, es d(vp)⊗ wq + (−1)pvp ⊗ d(wq).

Toda k-coálgebra graduada puede considerarse como coálgebra diferencial gradua-
da con diferencial nulo, y toda coálgebra en el sentido usual puede considerarse como
graduada con la graduación (C)0 = C y (C)n = 0 ∀n 6= 0. Si (C, d) es una coálgebra dife-
rencial graduada, entonces H∗((C, d)) es una coálgebra graduada. Ejemplo de este tipo es
la siguiente situación:

SeaX un espacio topológico, entonces el complejo singular (S∗(X), d) es una coálgebra
diferencial graduada en donde la comultiplicación está inducida por el morfismo diago-
nal X → X × X más el morfismo de Alexander-Whitney S∗(X × X) → S∗(X) ⊗ S∗(X).
De esta manera, como ya se habı́a observado H∗((S∗(X), d)) = H∗(X) es una coálgebra
graduada.
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6.2. Comódulos diferenciales graduados y Chain(C)

Fijemos por esta sección (C, dC) una k-coálgebra diferencial graduada (DG).
La categorı́a de comódulos diferenciales graduados es la categorı́a natural de (co)re-

presentaciones de una coálgebra DG, la definición es la obvia:

Definición 6.1. Un espacio vectorial diferencial graduado (M,d) es un comódulo diferencial
graduado si y sólo si es unC-comódulo en la categorı́a de objetos graduados, i.e. se supone dado un
morfismo de estructura ρM : M → C ⊗M que es un morfismo de objetos diferenciales graduados
y coasociativo.

Si M y N son dos comódulos diferenciales graduados, diremos que f : M → N es un
morfismo de comódulos diferenciales graduados si f es un morfismo de complejos que
además es un morfismo de comódulos. A esta categorı́a la llamaremos Chain(C).

Observación: Si C es una coálgebra en la categorı́a de espacios vectoriales, como dijimos
antes, podemos considerarla como una coálgebra diferencial graduada, con diferencial
cero y concentrada en grado cero (o lo que es lo mismo, una coálgebra en la categorı́a de
H-comódulos conH-coacción trivial). En este caso, el diferencial en C⊗M es id⊗dM para
cualquier complejo M , luego, que ρM : M → C ⊗M sea un morfismo en Chain(C) dice
simplemente que ρM : Mn → C ⊗Mn (i.e. que cada Mn es un C-comódulo) y que (idC ⊗
dM)◦ρM = ρM ◦dM (i.e. que dM es C-colineal). Para este caso particular, Chain(C) coincide
con la categorı́a de complejos sobre la categorı́a de C-comódulos, que es el primer paso
de la construcción de Verdier hacia las categorı́as derivadas (ver [Ver 77]).

En general, la categorı́a Chain(C) de comódulos diferenciales graduados es una cate-
gorı́a abeliana, teniendo por lo tanto la noción de sucesión exacta corta (o de sucesiones
exactas en general), pero además tiene una noción natural de homotopı́a. Si uno se pre-
gunta si la estructura de categorı́a abeliana sobrevive cuando se consideran morfismos
módulo homotopı́a, la respuesta en general es no, a menos que la categorı́a inicial sea
muy particular. Por ejemplo, si A es una categorı́a abeliana y K(A) denota la categorı́a
de complejos sobre A y H(A) la categorı́a K(A) módulo homotopı́a, es sabido que H(A)
es abeliana si y sólo si A es semisimple. No es de esperar entonces una noción de su-
cesiones exactas en la categorı́a Chain(C) módulo homotopı́a. Sin embargo, es posible
encontrar un substituto a las sucesiones exactas cortas, y esta noción es la de cono. Si
definimos los triángulos en Chain(C) como las uplas isomorfas a (u : X → Y,Co(u)) con
X, Y ∈ Obj(Chain(C)), u ∈ HomCh(C)(X, Y ) (aquı́ la notación de upla (u : X → Y,Co(u))
simboliza la 6-upla (X,Y,Co(u), u : X → Y, Y → Co(u), Co(u) → X[−1])) donde

Co(u)n = Xn[−1]⊕ Yn

dCo(u) = dX[−1] + f + dY

Veremos que bajo ciertas condiciones, si u es monomorfismo, Co(u) es equivalente ho-
motópico a Coker(u). Con esta definición de triángulos, algunos axiomas de categorı́a
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triangulada se satisfacen automaticamente, como por ejemplo que todo morfismo u :
X → Y se puede completar a un triángulo, o que todo par de morfismos (a, b) : (X →

Y ) → (X ′ → Y ′) (en el sentido que el diagrama
X

a

��

u // Y

b

��
X ′ u′

// Y ′

es conmutativo) induce

un morfismo entre Co(u) y Co(u′). Sin embargo, uno de los axiomas mas sencillos de
categorı́as trianguladas, que es que (id : X → X, 0) sea un triángulo, falla, pues si bien
Co(idX) es homotópico al cero, no es necesariamente isomorfo a cero (a menos queX = 0).
Vemos de esta manera que si bien Chain(C) no es una categorı́a triangulada, el lugar na-
tural para definir los triángulos no es Chain(C) sino la categorı́a de homotopı́a H(C)
que definiremos en breve. Esta estructura en H(C) y en D(C) (la categorı́a derivada de
Chain(C)) será fundamental pues la noción de triángulos es la que de alguna manera sus-
tituye a la de sucesión exacta corta, dado que los triángulos inducen sucesiones exactas
largas en homologı́a.

6.3. Categorı́a derivada de una coálgebra, H(C) y D(C)

La categorı́a derivada de las co-representaciones de una coálgebra se define de manera
completamente análoga a la de categorı́a derivada de módulos sobre un anillo, de hecho la
definición de categorı́a derivada fue hecha para categorı́as abelianas arbitrarias [Ver 77].
Daremos aquı́ la definición de categorı́a derivada para el caso de coálgebras diferenciales
graduadas, que incluye como subejemplo a las coálgebras usuales considerándoas con-
centradas en grado cero y con diferencial nulo.

Una de las motivaciones del estudio de la categorı́a derivada de coálgebras diferen-
ciales graduadas y de los invariantes que se pueden definir sobre ellas es el ejemplo de
la homologı́a singular de un espacio topológico X . El espı́ritu es no trabajar al nivel de
H∗(X) sino al de S∗(X) que es una coálgebra diferencial graduada, y ahı́ contar con una
teorı́a que permita sustituir a S∗(X) por otra coálgebra diferencial graduada más sencilla
tal que su categorı́a derivada sea equivalente.

6.3.1. La categorı́a H(C)

Como habı́amos dicho anteriormente, la categorı́a Chain(C) conlleva la noción de
homotopı́a: dos morfismos f, g : M → N entre dos comódulos diferenciales gradua-
dos se dicen homotópicos en caso de que exista un morfismo de comódulos graduados
h : M → N [1] de tal manera que f − g = hdM + dNh. Se verifica que la relación “ser ho-
motópico a” es de equivalencia, además de ser compatible con la suma y la composición,
como consecuencia puede definirse una nueva categorı́a H(C) que tiene por objetos a los
mismos objetos que Chain(C), pero los morfismos se definen como las clases de homo-
topı́a de los morfismos de Chain(C). Por lo dicho anteriormente esta nueva categorı́a es
aditiva.
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Destacamos en este momento que siendo Chain(C) una categorı́a abeliana, la defini-
ción dada aquı́ puede malinterpretarse dado que Verdier define la noción de categorı́a
derivada de una categorı́a abeliana, construyendo como primer paso la categorı́a de com-
plejos sobre la categorı́a inicial, para ası́ tener una noción de homotopı́a. De alguna ma-
nera ese paso aquı́ se ahorra porque Chain(C) ya tiene una noción natural de homotopı́a.
La construcción de H(C) se hace tomando clases de morfismos pero manteniendo los
objetos, que eran complejos desde un principio, en ningún momento se trabajará con la
categorı́a de complejos de complejos (ver [Ke 94a]).

Observación: Notamos que existe un funtor H∗ : Chain(C) → ZV ec que consiste en asig-
nar a cada objeto M su grupo de homologı́a. Como morfismos homotópicos inducen el
mismo morfismo en homologı́a, este funtor se factoriza por otro (que llamaremos también
con el mismo nombre) H∗ : H(C) → ZV ec.

Además de aditiva, H(C) es una categorı́a triangulada. Habı́amos mencionado que la
categorı́a Chain(C) con los conos como triángulos no era una categorı́a triangulada por-
que por ejemplo (id : X → X, 0) e (id : X → X,Co(idX)) no eran isomorfos pues 0 no
es isomorfo a Co(idX) en Chain(C), pero sı́ son homotópicamente equivalentes, Co(id)
es isomorfo a 0 en H(C). Para mayor claridad de la exposición, comentaremos los axio-
mas de categorı́as trianguladas, para una exposición mas detallada, puede consultarse
[Har 66] o [G-M 96].

6.4. Categorı́as trianguladas y H(C)

La axiomática de categorı́as trianguladas se expresa a partir de los siguientes datos:
una categorı́a aditiva C, un funtor T : C → C llamado funtor traslación, que es un auto-
morfismo, y una clase de 6-uplas (X, Y, Z, u : X → Y, v : Y → Z,w : Z → T (X)) llamadas
triángulos. Los axiomas son los siguientes:
TR1. (a) (X,X, 0, id, 0, 0) es un triángulo.
(b) Toda upla isomorfa a un triángulo, es un triángulo, donde un morfismo de uplas
(X, Y, Z, u, v, w) → (X ′, Y ′, Z ′, u′, v′, w′) es una terna de morfismos entre los objetos (fX :
X → X ′, fY : Y → Y ′, fZ : Z → Z ′) tales que los cuadrados del diagrama

X
u //

fX

��

Y

fY

��

v // Z

fZ

��

w // T (X)

fTX

��
X ′

u′ // Y ′
v′ // Z

w′ // T (X)

son conmutativos. Un isomorfismo de triángulos es un morfismo de triángulos tales que
todos los morfismos son isomorfismos.
c. Todo morfismo u : X → Y puede ser completado a un triángulo (X,Y, Z, u, v, w)
TR2. Una upla (X, Y, Z, u, v, w) es un triángulo si y sólo si la upla (Y, Z, TX, v, w,−Tu) es
un triángulo.
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TR3. Dados dos triángulos (X, Y, Z, u, v, w) y (X ′, Y ′, Z ′, u′, v′, w′) y dos morfismos f :
X → X ′ y g : Y → Y ′ tales que el cuadrado

X
u //

f
��

Y

g

��
X ′

u′ // Y ′

es conmutativo, puede extenderse (de manera no necesariamente única) a un morfismo
de triángulos (f, g, h) : (X, Y, Z, u, v, w) → (X ′, Y ′, Z ′, u′, v′, w′)
TR4. (axioma octahedral) Este axioma suele dibujarse en forma de octahedro. Nosotros,
en vez de dar la definición habitual, daremos otra equivalente, que es la siguiente:

Sean f : X → Y , g : Y → Z dos morfismos en C. Por el axioma TR1 c. sabemos que
estos morfismos se completan a triángulos, llamaremos Co(f) y Co(g) respectivamente al
tercer objeto de la upla que empieza con (X, Y ) y con (Y, Z) respectivamente, y a Co(gf)
al tercer objeto del triángulo asociado al morfismo gf : X → Z.

Consideramos el siguiente diagrama de lineas llenas

X
f // Y

g

��

// Co(f) > //

>

X

��

gf // Z

��

// Co(gf) > //

>

0 // Co(g) Co(g)

Como la primera y segunda fila son triángulos, por el axioma TR3, existe la flecha
punteada Co(f) → Co(gf) haciendo de la terna un morfismo de triángulos. Sabemos que
la fila de abajo es un triángulo (TR1 (a) + TR2), luego por el axioma TR3 existe la flecha
punteada Co(gf) → Co(g) haciendo de la terna de morfismos entre la fila del medio y la
de abajo un morfismo de triángulos.

Lo que afirma el axioma TR4 es que Co(f) → Co(gf) → Co(g) es un triángulo, donde
la flecha de conexiónCo(g) → T (Co(f)) se consigue completando hacia abajo el diagrama
anterior

X
f // Y

g

��

// Co(f) > //

>

X

��

gf // Z

��

// Co(gf) > //

>

0 //

��

Co(g)

��

Co(g) > //

>

T (X)
T (f) // T (Y ) // T (Co(f))
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Es habitual encontrar como notación X[1] = T (X) y en general X[n] = T n(X) para
n ∈ Z. El ejemplo algebraico fundamental de categorı́a triangulada es la categorı́a de
complejos sobre una categorı́a abeliana, módulo homotopı́a, con el funtor T igual a la
traslación (y que cambia también el signo del diferencial), y los triángulos todas las uplas
homotópicamente equivalentes a uplas del tipo

X
f // Y // Co(f) // X[1]

donde Co(f) es el cono de la aplicación f .
La noción de triángulo en las categorı́as trianguladas es la que reemplaza moralmente

a la noción de sucesiones exactas cortas de las categorı́as abelianas, o en las categorı́as de
complejos sobre una categorı́a abeliana. Como ilustración de este punto de vista, se tienen
los dos resultados siguientes:

Proposición 6.2. Sea C una categorı́a triangulada, (X, Y, Z, u, v, w) un triángulo en C, y sea U
otro objeto de C. Entonces las sucesiones

... // HomC(U,X)
u∗ // HomC(U, Y )

v∗ // HomC(U,Z)
w∗ // HomC(U,X[1])

u[1]∗ // ...

... HomC(X,U)oo HomC(Y, U)u∗oo HomC(Z,U)v∗
oo HomC(X[1], U)w∗oo oo

son sucesiones exactas largas.

Demostración: Ver [G-M 96] o [Har 66].

Proposición 6.3. ([G-M 96], cap. IV, §1 , Lemma 13) Sea K(A) la categorı́a de complejos sobre
una categorı́a abeliana A. Si

0 // X
u // Y

v // Z // 0

es una sucesión exacta corta en K(A) tal que en cada grado 0 → Xn → Yn → Zn → 0 es una
secesión de A que se parte. Entonces existe un morfismo f : Z → X[−1] tal que (X, Y, Z, u, v, f)
es equivalente homotópico al triángulo (X, Y,Co(f), f, i, p).

Como este resultado se extiende a álgebras y a coálgebras diferenciales graduadas,
reproducimos la demostración de [G-M 96].
Demostración: Sea B la categorı́a ZA, es decir, la categorı́a formada por objetos de A que
son Z-graduados y morfismos graduados. Como la sucesión 0 → X → Y → Z → 0 se
parte en B, podemos escribir a Y como X ⊕ Z. Del hecho de que X → Y e Y → Z sean
morfismos de complejos, es necesario que el diferencial de Y sea de la forma dY (x, z) =
(d(x) − f(z), d(z)) donde f : Z → X[−1] es un morfismo graduado. Del hecho de que
d2

Y = 0 obtenemos que df + fd = 0, y por lo tanto, como el diferencial de X[−1] tiene el
signo cambiado, tenemos que f : Z → X[−1] es un morfismo de complejos.
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Se define el morfismo de uplas

X
u // X ⊕ Z

v // Z
f //

g

��

X[−1]

X
u // X ⊕ Z

v// X[−1]⊕X ⊕ Z
f // X[−1]

donde g(z) = (f(z), 0, z).
Los cuadrados de la izquierda y el de la derecha obviamente conmutan. El cuadrado

del medio no conmuta en la categorı́a A, pero si en la categorı́a H(A), la homotopı́a entre
las dos posibles composiciones esta definida por

h : X ⊕ Z → (X[−1]⊕X ⊕ Z)[1]

(x, z) 7→ (x, 0, 0)

El morfismo g es una equivalencia homotópica, para ver esto consideramos g′ : X[−1] ⊕
X ⊕ Z → Z la proyección en la coordenada Z. La composición gg′ = idZ , y g′g es ho-
motópica a la identidad con homotopı́a

k : X[−1]⊕X ⊕ Z → (X[−1]⊕X ⊕ Z)[−1]

(x, x′, z) 7→ (x′, 0, 0)

Consideraremos ahora dos ejemplos en donde la proposición anterior se generaliza:
Ejemplo: 1 Sea A una k-álgebra diferencial graduada, es decir, un álgebra graduada
provista de un operador k-lineal homogéneo d : A → A[1] de cuadrado cero tal que
d(ab) = d(a)b+ (−1)|a|ad(b) para todo a, b en A. Sea Chain(A) la categorı́a formada por A-
módulos (a derecha) diferenciales graduados, más precisamente, M se dirá un objeto de
Chain(A) si M es A-módulo a derecha graduado, provisto de un diferencial que verifica
d(ma) = d(m)a+ (−1)|m|md(a) para todo a ∈ A y para todo m ∈M . Si

0 // X
u // Y

v // Z // 0

es una sucesión exacta corta en Chain(A) que se parte como sucesión de A-módulos gra-
duados, entonces existe un morfismo f : Z → X[−1] tal que (X,Y, Z, u, v, f) es equiva-
lente homotópico al triángulo (X,Y,Co(f), f, i, p).
Demostración: copiamos la demostración anterior, lo único que hay que verificar es que el
morfismo f es un morfismo en Chain(A). Por las mismas razones de antes, f es graduado
y conmuta con el diferencial, veamos que es A-lineal:

Llamemos s : Z → Y a la sección de v asociada a la descomposicón Y = X ⊕ Z.
Entonces el morfismo f queda definido como

f(z) = d(s(z))− s(d(z)) (z ∈ Z)
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Utilizando ahora el hecho de que s es A-lineal y que d es una derivación obtenemos, para
a ∈ A y z ∈ Z, que

f(za) = d(s(za))− s(d(za))
= d(s(z)a)− s(d(z)a)− (−1)|z|s(zd(a))
= d(s(z))a+ (−1)|s(z)|s(z)d(a)− s(d(z))a− (−1)|z|s(z)d(a)
= d(s(z))a− s(d(z))a
= f(z)a

Ejemplo: 2 SeaC una k-álgebra diferencial graduada, consideremos la categorı́a Chain(C)
y llamemos B a la categorı́a de C-comódulos graduados (a izquierda). Si

0 // X
u // Y

v // Z // 0

es una sucesión exacta corta en Chain(A) que se parte en B entonces existe un mor-
fismo f : Z → X[−1] tal que (X, Y, Z, u, v, f) es equivalente homotópico al triángulo
(X, Y,Co(f), f, i, p).
Demostración: o bien podemos verificar que f es colineal, o bien podemos embeber
Chain(C) en Chain(A) donde A es el dual graduado de C, y entonces este ejemplo es
consecuencia del ejemplo anterior.

6.4.1. La categorı́a D(C)

Llamamos categorı́a derivada de C y notamos D(C) a la localización de la categorı́a
H(C) con respecto a los quasi-isomorfismos en H(C).

Esta categorı́a nuevamente ‘hereda’ una estructura de categorı́a triangulada, es decir,
una estructura triangular tal que el funtor localización H(C) → D(C) manda triángulos
en triángulos y conmuta con el funtor traslación. A su vez, como los quasi-isomorfismos
inducen isomorfismos en homologı́a, el funtor H∗ : H(C) → ZV ec está bien definido
sobre D(C) pues es un lı́mite inductivo en donde todos los morfismos son isomorfismos,
y esos lı́mites existen en cualquier categorı́a, en particular en ZV ec.

Disgresión: Dada una coálgebra C, C∗ es un álgebra y todo C-comódulo (a izquier-
da) es un C∗-módulo a derecha y tenemos que si M y N son dos comódulos, entonces
ComC(M,N) = HomC∗(M,N). Lo mismo sucede en el caso diferencial graduado (to-
mando el dual grado a grado) y con la categorı́a Chain(C), y al estar definidas las ho-
motopı́as a partir de morfismos de C-comódulos, dados M y N en Chain(C) se tiene
que HomCh(C)(M,N) = HomCh(C∗)(M,N) y HomH(C)(M,N) = HomH(C∗)(M,N). La rela-
ción entre HomD(C)(−,−) y HomD(C∗)(−,−) no es tan clara, pues si M es un C-comódulo
diferencial graduado, X un C∗-módulo diferencial graduado y f : X → M un quasi-
isomorfismo C∗-lineal, no está claro que exista un N -comódulo diferencial graduado
y un quasi-isomorfismo g : N → X C∗-lineal, para ası́ saber que la clase de quasi-
isomorfismos con dominio en los C-comódulos es ‘filtrante’ con respecto a la clase de
quasi-isomorfismos con dominio cualquiera.
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7. Estudio de la categorı́a D(C)

7.1. Objetos cerrados

El objetivo de esta sección es dar una caracterización de la categorı́a D(C) en términos
de una subcategorı́a de H(C). La ventaja de trabajar en H(C) en vez de D(C) es que el
Hom en la categorı́a de homotopı́a es más “concreto”.

Fijamos C una coálgebra diferencial graduada. Comenzamos con una definición:

Definición 7.1. Un objeto I en Chain(C) se dice cerrado sii

HomD(C)(M, I) = HomH(C)(M, I)

para todo objeto M de Chain(C).

Notación: La subcategorı́a plena de H(C) formada por los objetos cerrados se deno-
tará Hc(C). Es claro que esta subcategorı́a es estable por conos (lema de los cinco para
HomH(C)(M,−) y HomD(C)(M,−)), traslaciones y por productos arbitrarios.

El primer ejemplo de objeto cerrado es la coálgebra misma C, vista como objeto de
Chain(C), pues HomH(C)(M,C) = H0(M

∗), que es estable por quasi-isomorfismos. Para
verificar este hecho veremos un resultado general de adjunción.

7.2. Adjunción

Antes de probar la adjunción, demostraremos un hecho que si bien puede considerarse
como hipótesis natural, éste se deduce de hipótesis anteriores.

Lema 7.2. Sea (C,∆) una coálgebra graduada no necesariamente counitaria. Entonces, si C es
counitaria, la counidad ε : C → k es graduada (considerando naturalmente a k como objeto
graduado concentrado en grado cero).

Demostración: sabemos que c = (ε⊗1)∆(c) = (1⊗ε)∆(c). Por otro lado, ∆ : C → C⊗C es
un morfismo graduado, por lo tanto si c ∈ Cn, entonces ∆(c) =

∑
c1n−p⊗c2p con cik ∈ Ck, i =

1, 2. Entonces,
∑

p ε(c
1
n−p)c

2
p = c =

∑
p c

1
n−pε(c

2
p) ∈ Cn. De la primera ecuación obtenemos

que ε(c1k)c
2
n−k = 0 ∀k 6= 0 y de la segunda ecuación obtenemos que c1n−kε(c

2
k) = 0 ∀k 6= 0.

Ahora calculemos ε(c):

ε(c) = ε

(∑
p

ε(c1n−p)c
2
p

)
=

= ε(ε(c10)c
2
n) = ε(c10)ε(c

2
n)

por lo tanto, para un elemento homogéneo c, ε(c) = 0 a menos que ∆(c) ∈ C0 ⊗ C0. Pero
en este caso, puesto que c era homogéneo y ∆(c) ∈ C0 ⊗ C0 ⊆ (C ⊗ C)0, entonces c ∈ C0,
lo que demuestra la homogeneidad de ε.

Enunciamos y demostramos la proposición que da nombre a esta subsección:
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Proposición 7.3. Sea C una coálgebra diferencial graduada y M ∈ Chain(C), entonces

HomH(C)(M,C ⊗ V ) = HomH(k)(M,V )

HomD(C)(M,C ⊗ V ) = HomD(k)(M,V )

Demostración: La conocida adjunción en la categorı́a de comódulos se puede definir de
la misma manera en la categorı́a Chain(C):

HomCh(C)(M,C ⊗ V ) ∼= HomCh(k)(M,V )

f � // (ε⊗ id)f

(id⊗ f ′)ρ− f ′�oo

Sean ahora f y g en HomCh(C)(M,C ⊗ V ) dos flechas homotópicas con homotopı́a h, en-
tonces (ε ⊗ 1)h es una homotopı́a entre (ε ⊗ 1)f y (ε ⊗ 1)g, para probar ésto se usa que
ε ◦ d = 0 pues d es una coderivación. Si f, g : M → V son dos transformaciones lineales
homotópicas, entonces la homotopı́a (1⊗h)ρM es una homotopı́a entre 1⊗ f y 1⊗ g, para
esto se usa la ecuación de coderivación del diferencial de M .

Entonces la adjunción está bien definida en homotopı́a y se tiene:

HomH(C)(M,C ⊗ V ) = HomH(k)(M,V )

mediante la misma fórmula. Si f : M ′ → M es un quasi-isomorfismo, entonces el funtor
olvido da un quasi-isomorfismo, por otro lado si φ : V → V ′ es un quasi-isomorfismo,
por la fórmula de Künneth id⊗φ es un quasi-isomorfismo en C ⊗V (notar que como k es
un cuerpo, puede usarse la fórmula de Künneth), entonces la adjunción pasa al lı́mite de
la localización por quasi-isomorfismos, por lo tanto

HomD(C)(M,C ⊗ V ) = HomD(k)(M,V )

Corolario 7.4. Dado V un k-espacio vectorial diferencial graduado, el C-comódulo diferencial
graduado C ⊗ V es un objeto cerrado.

Demostración: utilizamos la proposición anterior más la igualdad H(k) = D(k):

HomH(C)(M,C ⊗ V ) ∼=

∼= HomH(k)(M,V ) = HomD(k)(M,V ) ∼=
∼= HomD(C)(M,C ⊗ V )
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7.3. La resolución standard

En general, no todo objeto es cerrado, si no, la noción de quasi-isomorfismo y la de
equivalencia homotópica coincidirı́an, y esto claramente no siempre es cierto. Demostra-
remos, sin embargo, que al menos cuando la coálgebra tiene una graduación no negativa,
la subcategorı́a Hc(C)+ formada por los objetos de Chain(C) acotados por debajo (que
llamamos Chain(C)+), cubre a toda la categorı́a D(C)+ (donde D(C)+ es la localización
por quasi-isomorfismos de H(C)+). Más precisamente, demostraremos, en esta sección,
que D(C)+ es una categorı́a equivalente a Hc(C)+. Para eso demostraremos que el funtor
inclusión compuesto con la localización Hc(C)+ → H(C)+ → D(C)+ es quasi-suryectivo
y es un isomorfismo en el Hom. Naturalmente la parte del Hom es tautológica con respec-
to a la definición de objeto cerrado, la parte difı́cil es ver que el funtor es quasi-suryectivo.
Para esto debemos demostrar que existen ‘suficientes’ objetos cerrados, es decir, que para
cada objeto en D(C)+, existe un complejo quasi-isomorfo al complejo inicial que además
es un objeto cerrado. Dado un objeto cualquiera M ∈ Chain(C)+, encontrar un quasi-
isomorfismo M → I con I cerrado es completamente análogo a la técnica de sustituir
módulos por sus resoluciones (inyectivas). En general, en la categorı́a Chain(C), dado M
existe un objeto canónicoC(M) que es la resolución standard deM , que es quasi-isomorfo
aM vı́a el morfismo de estructura, lo que demostraremos además es que si C es graduada
positiva y M ∈ Chain(C)+, entonces C(M) es cerrado.

La resolución standard en el caso diferencial graduado se define de manera similar
a la resolución standard de un comódulo sobre una coálgebra usual, la diferencia radi-
ca en que en el contexto diferencial graduado, la resolución standard tiene en cuenta el
diferencial de la coálgebra y el diferencial del objeto M ∈ Chain(C). Más precisamen-
te, dado M ∈ Chain(C), se considera el espacio vectorial ⊕n≥1C

⊗n ⊗M con la siguiente
graduación: (⊕

n≥1

C⊗n ⊗M

)
p

=
⊕

i1+...ir+j+r−1=p

Ci1 ⊗ . . . Cir ⊗Mj

Este espacio vectorial en realidad está bigraduado, por un lado se tiene la graduación
usual del producto tensorial (ya que tanto M como C son graduados) y por otro lado
está graduado por la cantidad de factores C menos uno, la graduación que hemos elegido
corresponde al grado total asociado a la bigraduación mencionada.

Se tienen a su vez dos diferenciales, uno por cada una de las dos graduaciones. Por
un lado está el diferencial del producto tensorial (utilizando el hecho de que C y M son
objetos diferenciales graduados) y por otro lado se tiene el diferencial b′ (utilizando el
hecho de queM es unC-comódulo). El diferencial enC(M) es por definición el diferencial
total, que explı́citamente se escribe como:

∂(ci1 , . . . , cir ,m) = (−1)r

r∑
k=1

(−1)|ci1
|+···+|cik−1

|(ci1 , . . . , dC(cik), . . . , cir ,m)+

+(−1)r(−1)|ci1
|+···+|cir |(ci1 , . . . , cir , d(m))+
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+
r∑

k=1

(−1)k+1(ci1 , . . . ,∆(cik), . . . , cir ,m) + (ci1 , . . . , cir , ρ
−(m))

De manera abreviada, escribimos

∂(ci1 , . . . , cir ,m) = d(ci1 , . . . , cir ,m) + b′(ci1 , . . . , cir ,m)

Lema 7.5. Con las notaciones anteriores,

∂2 =0

La composición

M
ρ// C ⊗M < � �

i
< // C(M)

es un morfismo en Chain(C) que además es un quasi-isomorfismo.

Demostración: Consideremos el complejo extendido Ĉ(M) = ⊕n≥0C
⊗n ⊗ M con el di-

ferencial definido por las mismas fórmulas que el de C(M), y definamos el morfismo
k-lineal

h =

{
ε⊗ idC⊗n−1 ⊗ idM : C⊗n ⊗M → C⊗n−1 ⊗M si n ≥ 1

0 : M → 0

Sabı́amos de antes que b′2 = 0, b′h+ hb′ = id, d2 = 0.
Probaremos entonces dos identidades:

b′d+ db′ = 0 y dh+ hd = 0

Veamos primero b′d + db′ = 0, lo que implica que ∂2 = 0 pues ∂2 = (b′ + d)(b′ + d) =
b′2 + d2 + b′d+ db′ = b′d+ db′.

b′d(ci1 , . . . , cir ,m) = (−1)r

r+1∑
k=1

(−1)|ci1
|+···+|cik−1

|b′(ci1 , . . . , d(cik), . . . , cir ,m)

donde por convención, cir+1 := m.

db′(ci1 , . . . , cir ,m) =
r+1∑
j=1

(−1)j+1d(ci1 , . . . ,∆(cij), . . . , cir ,m)

de nuevo usamos la convención cir+1 = m, y ∆(cir+1) = ρ−(m). Vemos que ambas fórmulas
dan una suma doble, para compararlas separaremos en tres tipos de términos:

db′(ci1 , . . . , cir ,m) =

=
r+1∑
k=1

(−1)k+1(−1)r+1

k−1∑
j=1

(−1)|ci1
|+···+|cij−1

|(ci1 , . . . , d(cij ), . . . ,∆(cik), . . . , cir ,m)+
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+(−1)|ci1
|+···+|cik−1

|((ci1 , . . . , (d⊗ 1)∆(cik), . . . , cir ,m) + s.(ci1 , . . . , (1⊗ d)∆(cik), . . . , cir ,m))+

+
r+1∑

j=k+1

(−1)|ci1
|+···+|cij−1

|(ci1 , . . . ,∆(cik), . . . , d(cij ), . . . , cir ,m)


Donde s es el operador multiplicación por menos uno en los grados impares y la iden-

tidad en los grados pares. Notar que como ∆ es un morfismo graduado, la suma de los
grados de cada factor de ∆(cij) es igual al grado de cij .

Para el término del medio, utilizamos la identidad ∆d = (d⊗ 1)∆ + s.(1⊗ d)∆, válida
tanto en C por ser C una coálgebra diferencial graduada, como en M (cambiando ∆ por
ρ− y d por dM ) por ser M un C-comódulo diferencial graduado.

Cuando calculamos b′d(ci1 , . . . , cir ,m) obtenemos:

b′d(ci1 , . . . , cir ,m) =
r+1∑
j=1

(−1)r(−1)|ci1
|+···+|cij−1

|b′(ci1 , . . . , d(cij), . . . , cir ,m) =

=
r+1∑
j=1

(−1)r

(
(−1)|ci1

|+···+|cij−1
|

j−1∑
k=1

(−1)k+1(ci1 , . . . ,∆(cik), . . . , d(cij), . . . , cir ,m)+

+(−1)|ci1
|+···+|cik−1

|(−1)j+1(ci1 , . . . ,∆(d(cik)), . . . , cir ,m)+

+(−1)|ci1
|+···+|cij−1

|
r+1∑

k=j+1

(−1)k+1(ci1 , . . . , d(cik), . . . ,∆(cij), . . . , cir ,m)

)
Comparando los términos centrales, vemos que en ambos casos son iguales salvo por un
factor (−1)r+1 en el caso de db′ y un factor (−1)r para b′d. Los otros términos corresponden
a una suma sobre los pares 1 ≤ j < k ≤ r + 1 para el primer término de db′ (resp. tercer
término de b′d) y a una suma sobre los pares 1 ≤ k < j ≤ r + 1 para el tercer término de
db′ (resp. primer término de b′d), y de nuevo ocurre el mismo fenómeno de signos, con lo
cual, al realizar la suma db′ + b′d todos los términos se cancelan.

Veamos ahora que hd+ dh = 0:
Sean cij ∈ Ci para j = 1, . . . , r y m ∈Mp, y supongamos que Ci1 6= C0, entonces

dh(ci1 , . . . , cir ,m) = (−1)r−1ε(ci1)d(ci2 , . . . , cir ,m) = 0

pues ε es cero sobre todos los Ci salvo sobre C0. Por otro lado

hd(ci1 , . . . , cir ,m) = h

(
r+1∑
k=1

(−1)|ci1
|+···+|cik−1

|(−1)r(ci1 , . . . , dC(cik), . . . , cir ,m)

)

donde también hemos utilizado la convención cir+1 := m. De esta suma, el primer término
es cero porque ε ◦ d = 0, los otros términos también son cero porque ci1 es homogéneo y
no pertenece a C0, luego en este caso hd+ dh = 0.
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Supongamos ahora Ci1 = C0, luego |ci1| = 0, también tenemos que ε ◦ d = 0, pero
sobreviven los términos con ε(ci1), tenemos entonces que

dh(ci1 , . . . , cir ,m) = (−1)|ci1
|ε(ci1)d(ci2 , . . . , cir ,m) = ε(ci1)d(ci2 , . . . , cir ,m)

Haciendo la cuenta en el otro sentido,

hd(ci1 , . . . , cir ,m) =

h

(
r+1∑
k=1

(−1)|ci1
|+···+|cik−1|(−1)r(ci1 , . . . , dC(cik), . . . , cir ,m)

)
=

= (−1)r

r+1∑
k=2

(−1)|ci2
|+···+|cik−1

|ε(ci1)(ci2 , . . . , dC(cik), . . . , cir ,m) =

= −ε(ci1)d(ci2 , . . . , cir ,m)

Luego en este caso también dh+ hd = 0.
Al demostrar dh + hd = 0 lo que hemos probado es que ∂h + h∂ = 1, pues ∂h + h∂ =

(b′ + d)h + h(b′ + d) = (b′h + hb′) + (dh + hd) = 1 + 0. Con esto hemos demostrado que
el complejo Ĉ(M) es acı́clico, con lo cual vemos dos cosas al mismo tiempo: una es que
b′0 = ρ : M → C(M) es un morfismo de complejos, la segunda es que ese morfismo es
un quasi-isomorfismo, pues Ĉ(M) no es otra cosa que el cono de la aplicación anterior, y
sabemos que una aplicación es un quasi-isomorfismo si y sólo si su cono es acı́clico.

A partir del lema anterior, para cada M ∈ Chain(C) hemos construı́do de manera
funtorial un quasi-isomorfismo M → C(M) inducido por el morfismo de estructura ρ− :
M → C ⊗M .

Para cada M ∈ Chain(C)+ con C graduada positiva, el objeto C(M) resultará un ob-
jeto cerrado, pero la demostración no es inmediata, sin embargo, las propiedades básicas
de los objetos cerrados (suma arbitraria de objetos cerrados es cerrado, el cono de una
aplicación entre objetos cerrados es nuevamente cerrado) pueden demostrarse a partir de
este hecho, por lo que daremos una definición alternativa, que nos permitirá demostrar
con facilidad estas propiedades fundamentales, y luego veremos que la nueva definición
es equivalente a la definición anterior.

Definición 7.6. Un objeto I en Chain(C) se dice serrado sii el morfismo de estructura
ρI : I → C ⊗ I induce no sólo un quasi-isomorfismo, sino una equivalencia homotópica I ∼ C(I)

Proposición 7.7. La clase de objetos serrados es estable por sumandos directos y por sumas direc-
tas. Más aún, si M es serrado y V ∈ Chain(k), entonces M ⊗ V es serrado.

Demostración: La parte de suma directa es consecuencia de que C(⊕iIi) = ⊕iC(Ii). La
parte de sumandos directos también es una consecuencia formal de que el funtor C(−)
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conmuta con sumas directas. La última aserción se demuestra análogamente a las otras,
se sigue de que C(M ⊗ V ) = C(M)⊗ V .

Observación: más tarde demostraremos que, (con las hipótesis de acotación adecuadas),
las definiciones de serrado y cerrado son equivalentes, con lo cual, esta proposición im-
plica que (por lo menos en esos casos) sumas arbitrarias de cerrados es cerrado.

Ejemplos:

1. C es serrado.

Demostración: C → C ⊗ C ⊂ C(C) tiene como vuelta 0 : C⊗n → C si n > 2 y
1⊗ ε : C ⊗C → C. Notar que el morfismo es C-colineal a izquierda, la composición
C → C(C) → C es la identidad, la otra composición es ∆(1 ⊗ ε) en grado cero y
cero en grados superiores. Esta flecha es homotópica a la identidad con homotopı́a
(−1)nid⊗n ⊗ ε.

2. Sea el comódulo diferencial graduado C ⊗ V donde V es un espacio vectorial di-
ferencial graduado, entonces C(C ⊗ V ) = C(C) ⊗ V , como C ∼ C(C) entonces
C ⊗ V ∼ C(C)⊗ V y por lo tanto C ⊗ V es serrado.

Lema 7.8. Sea f : M → N un morfismo de complejos diferenciales graduados, entonces

C(Co(f)) = Co(C(f))

Demostración: En cada grado, tenemos que Co(f)n = Mn+1 ⊕Nn, por el otro lado,

C(f)n = (id⊗∗ ⊗ f)n :
(
⊕iC

⊗i ⊗M
)

n
→
(
⊕iC

⊗i ⊗N
)

n

y por lo tanto
Co(C(f))n =

(
⊕C⊗∗ ⊗M

)
n+1

⊕
(
C⊗∗ ⊗N

)
n

=

=
(
(⊕C⊗∗ ⊗M [−1])⊕ (⊕C⊗∗ ⊗N

)
)n =

=
(
⊕C⊗∗ ⊗ (M [−1]⊕N)

)
n

= C(Co(f))n

La verificación del diferencial es también inmediata.

Corolario 7.9. Sea f : M → N un morfismo en Chain(C) con M y N serrados, entonces Co(f)
es serrado.

Demostración: se considera el morfismo de triángulos

C(M)
C(f) // C(N) // C(Co(f)) // C(M)[−1] // ...

M
f //

ρM

OO

N //

ρN

OO

Co(f) //

ρCo(f)

OO

M [−1] //

ρM [−1]

OO

...
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Como ρM y ρN son equivalencias homotópicas, por el lema de los cinco aplicado a la suce-
sión exacta larga del HomH se deduce que ρCo(f) también es una equivalencia homotópica.

Observación: El corolario anterior permite dar un argumento alternativo a la demostra-
ción de que sumandos directos de serrados son serrados:

Sea P un objeto en Chain(C) tal que es un sumando directo de un objeto serrado,
llamemos Q a un complemento de P , es decir, Q es tal que P ⊕ Q es un objeto serrado;
llamemos I al objeto P ⊕Q. Tenemos la siguiente sucesión exacta:

0 → P → (P ⊕Q⊕ P ⊕Q⊕ ...) → (0⊕Q⊕ P ⊕Q⊕ ...) → 0

que se parte como sucesión de C-comódulos graduados, y que es isomorfa a

0 → P → I(N) → I(N) → 0

Utilizando que sumas directas de serrados son serrados, como I es serrado también lo es
I(N), luego, por la estabilidad de la noción de serrados por conos, P resulta serrado, como
querı́amos probar.

Lema 7.10. Para todo p > 0 y todo M ∈ Chain(C), C(M)p := (⊕p
n=1C

⊗n ⊗M,d, b′) es cerrado
y serrado.

Demostración: Notamos que tanto la noción de ser “serradoçomo la de ser “cerrado”es
estable por conos (Corolario 7.9 para version ‘s’, versión ‘c’ es clara). Para el caso p = 1,
tenemos que C(M)1 = C ⊗ M y este objeto es tanto serrado como cerrado (ejemplo 2
de serrados y Lema 7.4 respectivamente). Inductivamente, si suponemos C(M)p serrado
(resp. cerrado), utilizando la sucesión exacta corta de complejos

0 → C⊗p+1 ⊗M → C(M)p+1 → C(M)p → 0

Al ser C⊗p+1 ⊗M = C ⊗ (C⊗p ⊗M) serrado para todo p (ejemplo 2 de serrados, resp.
cerrado: Lema 7.4) y como C(M)1 = C ⊗ M es también serrado (y cerrado), entonces
C(M)p es serrado (resp. cerrado) para todo p, ya que tanto la noción de serrado como la
de cerrado es estable por triángulos, y esta sucesión forma un triángulo pues se parte en
la categorı́a de C-comódulos graduados (dado que un comódulo de la forma C ⊗V es un
objeto inyectivo en la categorı́a de C-comódulos graduados).

La resolución standardC(M) = Tot(⊕n≥1C
⊗n⊗M,d, b′), cuandoC está graduada posi-

tiva y M ∈ Chain(C)+, se consigue por un proceso de lı́mite inverso de complejos trunca-
dos según la filtración dada por la cantidad de factores de C: C(M)p = Tot(⊕p≥n≥1C

⊗n ⊗
M,d, b′), pero este lı́mite inverso está tomado en la categorı́a Chain(C), y no en H(C) ni
en D(C), por lo tanto no es posible deducir de manera inmediata que C(M) sea cerrado a
partir de que cada C(M)p lo sea.
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7.4. Lı́mites inversos

Sea U un objeto en Chain(C), donde C es una coálgebra diferencial graduada.
Si U ,j es el complejo truncado en j, o sea

(U ,j)i =

{
Ui si i ≤ j
0 si i > j

con el diferencial pasado al cociente (o sea el mismo en los grados menores a j y cero
en el resto), entonces, el lı́mite inverso del sistema proyectivo {U ,j+1 → U ,j}j≥0 existe y
coincide con U , puesto que para definir un morfismo de complejos X → U basta definirlo
grado a grado, y esta información ciertamente se consigue definiendo los morfismos hasta
el complejo truncado en grado j, para todo j. Notar que por más que U ∈ Chain(C), en
general U ,j ∈ Chain(k).

Por otro lado, se tiene un morfismo inyectivo ĺım
→j

HomCh(k)(U
,j, X) → HomCh(k)(U,X)

cuya imagen consiste exactamente en los morfismos de complejos f : U → X tales que
sus componentes fp : Up → Xp se anulan para p� 0. Luego, siXp = 0 para p� 0 tenemos
que

HomCh(k)(U,X) = ĺım
→j

HomCh(k)(U
,j, X)

Además de este tipo particular de sistemas inversos, hay otros sistemas un poco me-
nos restrictivos (con propiedades análogas con respecto al Hom) que pasamos a describir:

Sea ahora {Un}n≥0 un sistema inverso de complejos en Chain(C) con la siguiente pro-
piedad: para todo j, existe un n0(j) tal que U ,j

n → U ,j
n+1 es el morfismo identidad siempre

que n ≥ n0(j). A un tal sistema lo llamaremos sistema inverso localmente finito.

Ejemplo: Sea M ∈ Chain(C)+ (i.e. M ∈ Chain(C) y Mp = 0 para p � 0), donde C es
una coálgebra diferencial graduada positiva. Consideramos C(M) = ⊕n≥1C

⊗n ⊗ M y
C(M)p = ⊕p

n=1C
⊗n⊗M , entonces {C(M)p}p≥1 es un sistema inverso localmente finito, su

lı́mite inverso coincide con C(M).

Una propiedad interesante de los sistemas inversos localmente finitos es su relación
con el Hom en la primera variable:

Lema 7.11. Sea {Un}n≥0 un sistema inverso localmente finito en Chain(C)+, llamemos U a su
lı́mite inverso, luego, para cada objetoW de Chain(C)b (donde Chain(C)b denota a la subcategorı́a
plena de Chain(C) que consiste en los objetos W tales que Wp = 0 para |p| � 0). Se tiene un
sistema directo {HomCh(C)(Un,W )}n≥0, y es válida la igualdad

HomCh(C)(U,W ) = ĺım
→n

HomCh(C)(Un,W )

Demostración: Dado un sistema compatible fn : Un → W , observamos el siguiente dia-
grama conmutativo:

Un+1

fn+1 ""E
EE

EE
EE

E
// Un

fn~~||
||

||
||

W
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Como W ∈ Chain(C)b, existe j′ ∈ N tal que Wj = 0 para todo j ≥ j′, luego todas las (fn)j :
(Un)j → Wj son cero. Por otro lado, dado este j′, como {Un} es un sistema localmente
finito, existe un n0(j

′) tal que las componentes menores o iguales n0(j
′) de los morfismos

Un+1 → Un son la identidad (para todo n ≥ n0). De la conmutatividad del diagrama
anterior, se sigue que todas las fn son iguales para n ≥ n0, luego

HomCh(C)(U,W ) = HomCh(C)(ĺım←n
Un,W ) =

= HomCh(C)(Un0 ,W ) = ĺım
→n

HomCh(C)(Un,W )

Otra propiedad fundamental de los lı́mites inversos localmente finitos es su conmuta-
tividad con el producto cotensorial, para demostrar esto, primero necesitaremos un lema
de conmutatividad de estos lı́mites con el producto tensorial sobre el cuerpo de base:

Lema 7.12. Sea X ∈ Chain(k)+ y {Un}n≥0 un sistema localmente finito en Chain(k)+, entonces

ĺım
←n

(X ⊗ Un) = X ⊗ U

Demostración: En primer lugar, si Y es un objeto cualquiera en Chain(k)+, como (X ⊗
Y )r = ⊕p+q=rXp ⊗ Yq, tenemos que X ⊗ Y = ĺım

←j
X ⊗ Y ,j . Entonces

X ⊗ U = X ⊗ ĺım
←j
U ,j = ĺım

←j
(X ⊗ U ,j) =

= ĺım
←j

(X ⊗ ĺım
←n
U ,j

n )

Como para cada j, el sistema {X ⊗ U ,j
n }n≥0 se estaciona a partir de n0(j), entonces su

lı́mite es igual a X ⊗ U ,j
n0(j), por lo tanto podemos remplazar X ⊗ ĺım

←n
U ,j

n por X ⊗ U ,j
n0(j) =

ĺım
←n

(X ⊗ U ,j
n ) y obtener

ĺım
←j

(X ⊗ ĺım
←n
U ,j

n ) = ĺım
←j

(ĺım
←n
X ⊗ U ,j

n ) =

= ĺım
←n

(ĺım
←j
X ⊗ U ,j

n ) = ĺım
←n

(X ⊗ Un)

como querı́amos probar.

Proposición 7.13. Sea DXC un elemento de Chain(D ⊗ Cop)+ y {Un}n≥0 un sistema inverso
localmente finito en Chain(C)+. Consideremos el funtor

F := X�C− : Chain(C)+ → Chain(D)+

M 7→ X�CM

Entonces F (Un) es un sistema localmente finito en Chain(D)+ y ĺım
←
F (Un) = F

(
ĺım
←
Un

)
79



Demostración: Por la definición de producto cotensorial, para cada n, se tiene una suce-
sión exacta

0 → F (Un) → X ⊗ Un → X ⊗ C ⊗ Un

Como el lı́mite inverso es exacto a izquierda, se tiene una sucesión exacta para ĺım
←
F (Un),

y aplicando el lema anterior se tiene un morfismo de sucesiones exactas:

0 // ĺım
←n
F (Un) // ĺım

←n
(X ⊗ Un) // ĺım

←n
(X ⊗ C ⊗ Un)

0 // X�C ĺım
←n
Un // X ⊗ ĺım

←n
Un // X ⊗ C ⊗ ĺım

←n
Un

Por lo tanto ĺım
←n
F (Un) ∼= X�C ĺım

←n
Un = F (ĺım

←n
Un)

El sistema inverso que aparecerá con más frecuencia será el asociado a la resolución
standard. Los siguientes lemas tienen en vista ser aplicados a estos lı́mites en particular:

Lema 7.14. Sea pn+1 : Mn+1 → Mn un sistema inverso (Mp = 0 para p < 0) en Chain(C) tal
que existen secciones sn : Mn → Mn+1 en donde los sn son morfismos graduados y C-colineales,
llamemos M = ĺım

←
Mn. Entonces la siguiente sucesión

0 //M //
∏

nMn
f //
∏

nMn
// 0

donde f({mn}n∈N) = {mn − pn+1(mn+1)}n∈N, forma parte de un triángulo en H(C∗), si los
productos son tomados en Chain(C), entonces esa sucesión sigue siendo exacta corta y forma
parte de un triángulo en H(C).

Demostración: Demostraremos la parte del enunciado concerniente a C∗, la parte de
H(C) es idéntica, lo único que hay que ver es que los morfismos que aparecen están bien
definidos.

Está claro que M se identifica con el núcleo de f , veamos que f es suryectiva:
Si m = (m0,m1,m2, . . . ) ∈

∏
nMn,queremos encontrar x = (x0, x1, x2, . . . ) tal que

f(x) = m. Si m0 = f(x)0 = (x0 − p1(x1)), podemos tomar x0 = m0 y x1 ∈ Ker(p1), por
ejemplo x1 = 0. Luego si m1 = f(x)1 = −p2(x2), hay que elegir x2 tal que p2(x2) = −m1,
como p2 es un epimorfismo (admite una sección), esto siempre es posible, elegimos por
ejemplo x2 = −s1(m1). En general, suponiendo que hemos encontrado un elemento xn =
(x1, . . . , xn, 0, 0, . . . ) tal que f(x1, . . . , xn, 0, 0, . . . )p = mp si p = 0, . . . , n − 1. Se quiere en-
contrar un xn+1 tal que f(x1, . . . , xn, xn+1, 0, . . . )n = mn. Como f(x1, . . . , xn, xn+1, 0, . . . )n =
xn − pn+1(xn+1), basta tomar xn+1 = sn(xn − mn). Con esta definición inductiva, vemos
que f(x0, x1, x2, . . . ) = (m0,m1,m2, . . . ), es decir, que f es un epimorfismo. Más explı́cita-
mente, vemos que

x = (m0, 0,−s1(m1),−s2s1(m1)− s2(m2),−s3s2s1(m1)− s3s2(m2)− s3(m3), . . . )
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La aplicación

(m0,m1,m2, . . . ) 7→ (m0, 0,−s1(m1),−s2s1(m1)−s2(m2),−s3s2s1(m1)−s3s2(m2)−s3(m3), . . . )

es graduada y C∗-lineal (pues s es graduado y C∗-lineal), por lo tanto tenemos que la
sucesión

0 //M //
∏

nMn
f //
∏

nMn
// 0

se parte en la categorı́a de C∗-módulos graduados, luego (ejemplo luego de Proposición
6.3), esa sucesión exacta corta es parte de un triángulo en H(C∗).

Ejemplo: Sea M ∈ Chain(C)+ donde C es una coálgebra diferencial graduada positiva.
Sea C(M)n =

(
⊕n

p=1C
⊗p ⊗M,dC⊗∗⊗M + b′

)
y pn+1 : C(M)n+1 → C(M)n la proyección na-

tural. Como C-comódulo graduado tenemos que C(M)n+1 = C(M)n⊕C⊗n+1⊗M , por lo
tanto la proyección pn+1 se parte como C-comódulos graduados. Por las hipótesis de aco-
tación de M y de C tenemos que C(M) = Tot⊕(⊕n∈NC

⊗n ⊗M,d, b′) = Tot
Q

(⊕n∈NC
⊗n ⊗

M,d, b′) = ĺım
←
C(M)n, por lo tanto se está en las condiciones del lema anterior y tenemos

que
0 → C(M) →

∏
n

C(M)n →
∏
n

C(M)n → 0

es un triángulo en H(C∗).

7.5. Sobre cerrados y serrados

El objetivo de esta subsección es demostrar que C(M) es un objeto cerrado, por lo
menos para los objetos M ∈ Chain(C)+ con C una coálgebra graduada positiva.

Lema 7.15. Sea {U → . . . Un →pn Un−1 → . . . } ∈ Chain(C) un sistema inverso en Chain(C)
tal que

(†) 0 → U →
∏
n

Un →f
∏
n

Un → 0

es un triángulo en H(C∗), en donde la flecha f es

{un}n∈N 7→ {un − pn+1(un+1)}n∈N

y supongamos que existe un Z ∈ Chain(C) tal que HomH(C)(Z,Un) = 0 ∀n ∈ N. Entonces
HomH(C)(Z,U) = 0.

Demostración: usando la sucesión exacta larga inducida por el triángulo (†) luego de
aplicar el funtor HomH(C∗)(Z,−), tenemos el isomorfismo de sucesiones exactas largas:

. . . // HomH(C∗)(Z,U) // HomH(C∗)(Z,
∏

n Un) // HomH(C∗)(Z,
∏

n Un) // ...

. . . // HomH(C∗)(Z,U) //
∏

n HomH(C∗)(Z,Un) //
∏

n HomH(C∗)(Z,Un) // ...
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como cada HomH(C∗)(Z,Un) = HomH(C)(Z,Un) = 0 también es cero el producto, y por lo
tanto HomH(C)(Z,U) = HomH(C∗)(Z,U) = 0.

Teorema 7.16. Sea C una coálgebra diferencial graduada positiva; seaM ∈ Chain(C)+ un objeto
cualquiera y X ∈ Chain(C) un objeto acı́clico, entonces

HomH(C)(X,C(M)) = 0

Demostración: C(M) = ĺım
←
C(M)n, luego, por el lema anterior basta ver que

HomH(C)(X,C(M)n) = 0 para todo n ∈ N, y esto es cierto por el Lema 7.10.

Corolario 7.17. Sea C una coálgebra diferencial graduada positiva. Para cualquier par de objetos
M ∈ Chain(C), N ∈ Chain(C)+,

HomH(C)(M,C(N)) = HomD(C)(M,C(N))

es decir, C(N) es cerrado.

Demostración: primero veremos que la aplicación de localización es sobreyectiva, luego
veremos que es inyectiva.

Suryectividad: Sea fr−1 ∈ HomD(C)(M,C(N)) donde f : M → C(N) y r : M → X es un
quasi-isomorfismo, luegoCo(r) es acı́clico. Por la sucesión exacta larga del HomH(C)(−, C(N))
tenemos que r∗ : HomH(C)(X,C(N)) ∼= HomH(C)(M,C(N)), por lo tanto existe g : X →
C(N) tal que r∗[g] = [f ]. Como r∗[g] = [gr], entonces fr−1 = grr−1 = g (igualdad en
D(C)), o sea, que el elemento fr−1 proviene de la clase de g en HomH(C)(X,C(N)) ∼=
HomH(C)(M,C(N)).

Inyectividad: Sea [f ] ∈ HomH(C)(M,C(N)) tal que f.id−1 = 0 en D(C), queremos ver
que [f ] = 0 ∈ H(C). Recordamos que en D(C), dados X, Y dos objetos, dos flechas

fs−1 : X X1
soo f // Y

gr−1 : X X2
roo g // Y

son iguales (r, s son quasi-isomorfismos) en caso de que exista un tercer objeto X3 y
morfismos completando conmutativamente el siguiente diagrama:

X1

s

~~}}
}}

}}
}} f

  A
AA

AA
AA

A

X X3
oo

OO

��

// Y

X2

l

``AAAAAAAA
g

>>~~~~~~~~

donde la flecha hacia la izquierda X3 → X es un quasi-isomorfismo.
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En el caso f.id−1 = 0, debemos tener un diagrama conmutativo

M

}}
}}

}}
}}

}}
}}

}}
}} f

""F
FFFFFFF

M X
h′oo

h

OO

h′′

��

h′′′ // C(N)

M

AAAAAAAA

AAAAAAAA
0

<<xxxxxxxx

La conmutatividad del diagrama fuerza a que h = h′ = h′′ (que es un quasi-isomorfismo)
y a que h′′′ = 0.

Se tiene fh = 0, y h es un quasi-isomorfismo; pero en la demostracion del párra-
fo anterior vimos que cada vez que tenemos un quasi-isomorfismo h : X → M , h∗ :
HomH(C)(M,C(N)) → HomH(C)(X,C(N)) es un isomorfismo, como h∗[f ] = [fh] = 0 con-
cluimos que [f ] = 0, lo que concluye la demostración de inyectividad.

7.6. Equivalencia de las definiciones “cerrado” y “serrado”

Consideremos C una k-coálgebra diferencial graduada positiva y supongamos que
tenemos un M ∈ Chain(C)+ tal que M ∼ C(M) (donde ∼ indica ‘es equivalente ho-
motópico a’). Entonces HomH(C)(X,M) ∼= HomH(C)(X,C(M)), pero como ahora sabe-
mos que C(M) es cerrado para todo M ∈ Chain(C)+, entonces HomH(C)(X,C(M)) ∼=
HomD(C)(X,C(M)) ∼= HomD(C)(X,M) (la última igualdad se debe al hecho general de
que siempre M es quasi-isomorfo a C(M). Por lo tanto hemos demostrado “serrado ⇒
cerrado”.

Consideremos ahora un objeto cerrado M ∈ Chain(C)+, es decir, un objeto que ve-
rifica HomH(C)(X,M) = HomD(C)(X,M) para todo objeto X . Consideramos el quasi-
isomorfismo ρM : M → C(M), entonces paraX = M obtenemos que [ρ] ∈ HomH(C)(M,C(M)),
buscamos un morfismo [f ] ∈ HomH(C)(C(M),M) tal que fρ ∼ idM y ρf ∼ idC(M). Consi-
deramos los siguientes diagramas conmutativos:

HomH(C)(M,C(M)) HomD(C)(M,C(M)) HomH(C)(M,C(M)) HomD(C)(M,C(M))

HomH(C)(M,M)

ρ∗

OO

HomD(C)(M,M)

ρ∗

OO

HomH(C)(C(M), C(M))

ρ∗

OO

HomD(C)(C(M), C(M))

ρ∗

OO

HomH(C)(C(M),M)

ρ∗

OO

HomD(C)(C(M),M)

ρ∗

OO

HomH(C)(C(M),M)

ρ∗

OO

HomD(C)(C(M),M)

ρ∗

OO

En donde sabemos que tanto ρ∗ como ρ∗ del lado de los HomD(C) son isomorfismos. Las
igualdades horizontales se deben, a que C(M) es (siempre) cerrado, o bien a que M es
(por hipótesis) cerrado.

Considerando [id] ∈ HomH(C)(M,M), sabemos que está en la imagen de ρ∗, por lo
tanto existe [g] ∈ HomH(C)(C(M),M) tal que [idM ] = ρ∗([g]) = [gρ] = [g][ρ]. Si ahora
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consideramos [idC(M)] ∈ HomH(C)(C(M), C(M)), como ρ∗ es un isomorfismo, existe [g′] ∈
HomH(C)(C(M),M) tal que [idC(M)] = ρ∗([g]) = [ρg′] = [ρ][g′].

Ahora es un ejercicio elemental ver que si una flecha tiene inverso a izquierda [g] e
inverso a derecha [g′], entonces [g] = [g′] ya que [g] = [g].idC(M) = [g]([ρ][g′]) = ([g][ρ])[g′] =
idM [g′] = [g′], o sea que g es un inverso homotópico de ρ.

Como resultado de lo anterior, de manera automática todas las propiedades de los se-
rrados son ciertas para los cerrados, como por ejemplo ser una clase de Chain(C)+ cerrada
por sumas directas arbitrarias.

Corolario 7.18. Sea C una coálgebra diferencial graduada positiva, M ∈ Chain(C)+ un objeto
cerrado y V ∈ Chain(k)+, entonces M ⊗ V es cerrado.

Demostración: Usando la equivalencia de las dos definiciones, basta probar queM⊗V ∼
C(M⊗V ), pero esto es una consecuencia de queM ∼ C(M) y que C(M⊗V ) = C(M)⊗V .

Como segunda aplicación, tenemos el siguiente teorema:

Teorema 7.19. Sea C una coálgebra diferencial graduada positiva, Hc(C)+ la subcategorı́a plena
deH(C) consistente en los objetos de Chain(C)+ que son cerrados, entoncesD(C)+ es equivalente
a Hc(C)+

Demostración: Consideremos la restricción a Hc(C)+ del funtor localización H(C)+ →
D(C)+. Por definición de objeto cerrado, este funtor restringido es biyectivo en el Hom,
para ver que es una equivalencia falta ver que es quasi-suryectivo.

Dado M ∈ D(C)+, sabemos que C(M) es un objeto cerrado, y que es quasi-isomorfo
a M , luego tenemos un isomorfismo en D(C)+ entre M y C(M), por lo tanto todo objeto
en D(C)+ es isomorfo a un objeto de la imagen del funtor en cuestión. De hecho, lo que
hemos definido es un funtor C(−) : D(C)+ → Hc(C)+ que es inverso a la restricción de la
localización Hc(C)+ → D(C)+.

Como extensión de las propiedades ya vistas en la categorı́a Chain(C) de los lı́mites
inversos localmente finitos, demostraremos los siguientes lemas, que serán de utilidad en
la caracterización de las equivalencias derivadas:

Enunciamos sin demostración el siguiente lema de álgebra homológica:

Lema 7.20. Sea C una de las siguientes categorı́as: Chain(C), Chain(A), o Chain(A), donde
respectivamente C es una coálgebra diferencial graduada, A es un álgebra diferencial graduada,
o A es una categorı́a abeliana. Llamemos H∗ : C → ZAb al funtor homologı́a, y sea {Vi}i∈I

un sistema directo dirigido (i.e., para todo i, j ∈ I , ∃k ∈ I tal que k ≥ i y k ≥ j. Entonces
H∗(ĺım

→I
Vi) = ĺım

→I
H∗(Vi). (en el caso en que C = Chain(A), asumimos como hipótesis adicional

que ĺım
→I
Vi existe)
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Lema 7.21. Sea X ∈ Chain(C)b, F : Chain(C)+ → Chain(D)+ un funtor que conmuta con
lı́mites inversos localmente finitos y F (X) ∈ Chain(D)b). Sea V = ĺım

←i
Vi ∈ Chain(C)+ tal que

para cada i, F induce un isomorfismo:

F : HomH(C)(Vi, X) ∼= HomH(D)(F (Vi), F (X))

entonces F induce un isomorfismo en el lı́mite

F : HomH(C)(V,X) ∼= HomH(D)(F (V ), F (X))

Demostración: Dados dos complejos Y, Z ∈ Chain(C), denotamos por HomC(Y, Z)∗ al
complejo Hom (para la definición ver por ejemplo [Har 66]). Este complejo en cada grado
está dado por

HomC(Y, Z)n = HomCh(C)(Y, Z[n])

Si calculamos la cohomologı́a de este complejo en grado cero obtenemos

H0 (HomC(Y, Z)∗) =
morfismos en Chain(C)

homotopı́as
= HomH(C)(Y, Z)

Con la ayuda de este complejo, tenemos que

HomH(C)(V,X) = H0(HomC(V,X))
= H0(HomC(ĺım

←i
Vi, X))

= H0(ĺım
→i
HomC(Vi, X))

= ĺım
→i
H0(HomC(Vi, X))

= ĺım
→i

HomH(C)(Vi, X)

= ĺım
→i

HomH(D)(F (Vi), F (X))

= ĺım
→i
H0(HomD(F (Vi), F (X)))

= H0(ĺım
→i
HomD(F (Vi), F (X)))

= H0(HomD(ĺım
←i
F (Vi), F (X)))

= H0(HomD(F (ĺım
←i
Vi), F (X)))

= H0(HomD(F (V ), F (X)))
= HomH(D)(F (V ), F (X))

Lema 7.22. Sea F : Chain(C) → Chain(D) un funtor y {Un}n∈N un sistema inverso en
Chain(C) tal que las sucesiones exactas

0 → U →
∏
n

Un →
∏
n

Un → 0

0 → F (U) →
∏
n

F (Un) →
∏
n

F (Un) → 0
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(los productos están tomados en las categorı́as Chain(C∗) y Chain(D∗) respectivamente) son tri-
ángulos en H(C∗) y H(D∗), donde U = ĺım

←
Un. Supongamos además que para cada n, F induce

un isomorfismo F : HomH(C)(Z,Un) ∼= HomH(D)(F (Z), F (Un)), entonces

F : HomH(C)(Z,U) ∼= HomH(D)(F (Z), F (U))

Demostración: Utilizaremos las inmersiones de categorı́as Chain(C) → Chain(C∗), Chain(D) →
Chain(D∗), H(C) → H(C∗) y H(D) → H(D∗). Recordamos que si X, Y ∈ Chain(C), en-
tonces HomCh(C)(X, Y ) = HomCh(C∗)(X,Y ), por lo tanto (puesto que las homotopı́as tam-
bién son morfismos en Chain con la graduación cambiada) HomH(C)(X, Y ) = HomH(C∗)(X, Y ).

Aplicando el funtor HomH, a partir de los triángulos de hipótesis se tienen morfismos
de sucesiones exactas largas:

. . . // HomH(C∗)(Z,U) // HomH(C∗)(Z,
∏
n

Un) // HomH(C∗)(Z,
∏
n

Un) // . . .

. . . // HomH(C∗)(Z,U) //

F

��

∏
n

HomH(C∗)(Z,Un) //
∏
n

HomH(C∗)(Z,Un) // . . .

. . . // HomH(D∗)(F (Z), F (U)) //
∏
n

HomH(D∗)(F (Z), F (Un)) //
∏
n

HomH(D∗)(F (Z), F (Un)) // . . .

Por el lema de los cinco, F : HomH(C∗)(Z,U) ∼= HomH(D∗)(F (Z), F (U)), pero como Z y
U son objetos de Chain(C) y F (U), F (Z) ∈ Chain(D), entonces F : HomH(C)(Z,U) =
HomH(C∗)(Z,U) ∼= HomH(D∗)(F (Z), F (U)) = HomH(D)(F (Z), F (U)).

El ejemplo de aplicación de este lema será cuando cada morfismo Un+1 → Un se parta
como morfismo de C-comódulos graduados y F esté definido no sólo sobre Chain(C)+

sino sobre la categorı́a todos los de C-comódulos graduados, luego F (Un+1) → F (Un) se
partirá como morfismo de D-comódulos graduados, y la extensión de la Proposición 6.3
asegurará la “triangularidad”de la sucesión exacta del reciente lema.

Para un correcto enunciado del teorema de caracterización de equivalencias de esta
sección, estableceremos la siguiente terminologı́a:

Definición 7.23. SeaC una k-coálgebra diferencial graduada y C una subcategorı́a de Chain(C)+.

1. C se dirá estable por quasi-isomorfismos en caso de que para todo quasi-isomorfismo
f : M → N con M y N objetos de Chain(C)+, M ∈ C si y sólo si N ∈ C.

2. C se dirá estable por sumas directas arbitrarias en caso de que, dado un objeto M ∈
Chain(C)+, si M = ⊕i∈IMi, entonces M ∈ C si y sólo si todo Mi ∈ C, consideraciones
similares para el producto.
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3. C se dirá estable lı́mites inversos que verifican las hipótesis de la Proposición 6.3
(versión generalizada en el ejemplo) en caso de que para todo sistema inverso {Un}n satisfa-
ciendo las hipótesis de la mencionada Proposición, con Un ∈ C para todo n y U := ĺım

←n
Un ∈

Chain(C)+, entonces U ∈ C. Se utilizará terminologı́a similar para los lı́mites inversos
localmente finitos.

4. C se dirá estable por extensiones por objetos de Chain(k)+ si y sólo si para cualquier
V ∈ Chain(k)+, M ∈ C implica M ⊗ V ∈ C.

Enunciamos y demostramos un teorema de caracterización de equivalencias deriva-
das, que puede ser visto como la versión dual de un Teorema de B. Keller que caracteriza
equivalencias entre categorı́as derivadas de módulos [Ke 94b]:

Teorema 7.24. Sean C y D dos k-coálgebras diferenciales graduadas positivas, C ∈ Chain(k)b,
sea DXC ∈ Chain(D ⊗ Cop)b un objeto cerrado en Chain(D) y consideremos F = X�R

C− :
D+(C) → D+(D). Las siguientes condiciones son equivalentes:

1. F es una equivalencia,

2. a) Para todo n ∈ Z, F induce una biyección en HomD(C)(C,C[n]) ∼= HomD(D)(X,X[n])

b) F conmuta con productos arbitrarios.

c) La (menor) subcategorı́a de Chain(D)+ que es estable por quasi-isomorfismos, exten-
siones por objetos de Chain(k)+, conos, traslaciones y productos, que contiene a X ,
contiene a D.

Demostración: Claramente las condiciones (a) y (b) son necesarias, para ver la necesidad
de (c), notamos que la menor subcategorı́a de Chain(C)+ estable por quasi-isomorfismos,
extensiones por elementos de Chain(k)+, conos, traslaciones y productos, que contie-
ne a C es Chain(C)+. Al ser F una equivalencia, D ∈ Chain(D)+, D está en la ima-
gen de F y por lo tanto es quasi-isomorfo a algún objeto de la forma X�R

CY . Como C
“genera”Chain(C)+, luego C “genera.a Y , y por lo tanto X “genera.a D pues X�R

CC =
X y X�R

C− := C(X)�C− preserva conos, extensiones por objetos de Chain(k)+ (i.e.
F (M ⊗ V ) = F (M) ⊗ V para cualquier M ∈ Chain(C)+ y V ∈ Chain(k)+), traslacio-
nes, productos y quasi-isomorfismos.

Para ver la suficiencia demostraremos queF es biyectivo en el Hom y quasi-suryectivo.
La demostración de este teorema sigue las lı́neas de los resultados de B. Keller sobre equi-
valencias de categorı́as derivadas de módulos diferenciales graduados sobre álgebras di-
ferenciales graduadas.

Ver que F es quasi-suryectivo es consecuencia de (b) y (c) pues X = F (C), por lo tanto
X está en la imagen de F . También es claro que F conmuta con extensiones por objetos
de Chain(k)+, conos, traslaciones y productos, por lo tanto la imagen de F contiene a
D. Ahora bien, como todo M ∈ Chain(D) es quasi-isomorfo a su resolución standard
D(M), basta ver que D(M) sea quasi-isomorfo a alguien en la imagen de F . A su vez,
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la resolución standard, si M ∈ Chain(D)+, es parte de un triángulo en donde los otros
dos objetos son productos de D(M)n, como F conmuta con conos y con productos, basta
ver que cada D(M)n está en la imagen de F . Inductivamente, como se tiene un cono con
D⊗M , D(M)n+1 y D(M), basta ver que D⊗M esté en la imagen de F , pero esto es cierto
pues D está, y las extensiones por objetos de Chain(k)+ también.

Para ver que F sea una biyección en el Hom se razona de la siguiente manera:

Consideremos C1 la subcategorı́a plena de Chain(C)+ formada por los objetos U tales
que

F : HomD(C)(U,C[n]) ∼= HomD(D)(F (U), X[n])

para todo n ∈ Z. Claramente C1 es estable por quasi-isomorfismos, traslaciones, conos y
sumas directas. Dado que, tanto C[n] como X[n] son acotados de los dos lados, F (C) = X
y ambos son cerrados, por el Lema 7.21 se sigue que C1 es estable por lı́mites inversos
localmente finitos, luego esta subcategorı́a coincide con Chain(C)+.

Consideremos C2 ahora la subcategorı́a de Chain(C)+ formada por los objetos U tales
que

F : HomD(C)(V, U) ∼= HomD(D)(F (V ), F (U))

para todo V en D(C)+. Cambiando V por V [n] vemos que C2 es estable por traslacio-
nes, por lo anterior contiene a C, también es claro (lema de los 5) que es estable por
quasi-isomorfismos, conos y sumandos directos. Por el Lema 7.22 es estable por sistemas
inversos que verifiquen las hipótesis de dicho lema.

Veremos ahora que C ⊗ V ∈ C2 para todo espacio vectorial diferencial graduado V ,
con Vp = 0 para p� 0.

Como C⊗V = ĺım
←j
C⊗Vj siendo Vj el espacio vectorial diferencial graduado truncado

en grados mayores que j, y este lı́mite verifica las condiciones del Lema 7.22, basta ver
que C ⊗ V ∈ C2 para cualquier V ∈ Chain(k)b. Ahora bien, si V ∈ Chain(k)b, entonces
C ⊗ V se escribe como el complejo total asociado a un complejo doble de la forma

(‡) 0 → C(I0)[n0] → C(I1)[n0 + 1] → · · · → C(Ik)[n0 + k] → 0

Asociándole a un complejo del tipo (‡) el número natural k + 1 (que llamaremos largo),
vemos que este complejo es un cono de un morfismo entre complejos de largo k y largo 1,
luego, inductivamente, basta ver que C(I) ∈ C2.

Pero ésto es sencillo porque C(I) = C ⊗ k(I) es un sumando directo de C ⊗ kI =
CI (producto en la categorı́a Chain(C)), por lo tanto C(I) ∈ C2 pues C2 es estable por
productos (debido a b), es estable por sumandos directos y contiene a C.

Sea ahora M ∈ Chain(C)+, como C2 es estable por quasi-isomorfismos, para ver que
M ∈ C2 basta ver que C(M) ∈ C2. Como C(M) = ĺım

←p
C(M)p, basta ver que cada C(M)p ∈

C2. Pero al tener un triángulo

0 → C ⊗ (C⊗p ⊗M) → C(M)p+1 → C(M)p → 0
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(pues esta sucesión se parte en la categorı́a de C-comódulos graduados), inductivamente
basta ver que C ⊗ V ∈ C2, cosa que ya sabı́amos, luego C2 = Chain(C)+.

Ejemplos: 1. Si C y D son equivalentes Morita - Takeuchi entonces D(C)+ ∼= D(D)+ y
D(C) ∼= D(D).
2. Veremos, si bien de manera directa, sin utilizar este teorema, que si f : C → D es un
morfismo de coálgebras diferenciales graduadas positivas que es un quasi-isomorfismo,
entonces D(C) ∼= D(D), y D(C)+ ∼= D(D)+.
3. Definiremos el concepto de (co)tilting o bicomódulo basculante y veremos que dadas
dos coálgebras que sean equivalentes cotilting (en el sentido a definir mas adelante),
si bien no tienen por qué ser equivalentes Morita - Takeuchi, sus categorı́as derivadas
sı́ serán equivalentes.
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7.7. Quasi-isomorfismos de coálgebras diferenciales graduadas, ejem-
plo de equivalencia derivada

Sea f : C → D un quasi-isomorfismo de coalgebras diferenciales graduadas positivas,
se quiere ver queD(C) ∼= D(D). Para esto se considera elC-D-complejoCf que esC como
objeto y con estructura a derecha dada por

C
∆ // C ⊗ C

id⊗f // C ⊗D

y análogamente se considera fC.

Proposición 7.25. Se tienen los siguientes isomorfismos:

1. fC�R
CCf

∼= D en D(De)+

2. Cf�R
DfC ∼= C en D(Ce)+

Demostración: 1. es casi inmediato. Como fC es un C-comódulo cerrado a derecha,
entonces fC�R

CCf = fC�CCf = fCf , o sea, C considerado como D-bicomódulo. Por
hipótesis, f : C → D es un quasi-isomorfismo. Considerando C como D-bicomódulo,
f : fCf → D es un morfismo de De-comódulos, que es un quasi-isomorfismo, luego un
isomorfismo en D(De).

2. Para calcular Cf�R
DfC, hay que resolver a Cf como D-comódulo a derecha. Utilizando

la resolución standard para los D-comódulos tenemos:

Cf�
R
DfC = Tot(⊕n≥1C ⊗D⊗n, d, b′)�DCf

∼=
∼= Tot(⊕n≥1C ⊗D⊗n−1 ⊗ C, d, b′)

por otro lado, utilizando la resolución standard de C como C-bicomódulo, tenemos que
el complejo C es quasi-isomorfo a Tot(⊕n≥1C

⊗n+1, d, b′), y de este complejo, aplicando
f en C⊗n+1 salvo en en las componentes de los dos extremos, se tiene un morfismo de
complejos Ce-colineal:

Tot(⊕n≥1C
⊗n+1, d, b′) → Tot(⊕n≥1C ⊗D⊗n−1 ⊗ C, d, b′)

el cual, según demostraremos a continuación, es un quasi-isomorfismo:
Por la fórmula de Künneth, f induce un quasi-isomorfismo entre los complejos:

id⊗ f⊗r ⊗ id : (C⊗r+2, d) → (C ⊗D⊗r ⊗ C, d)
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Por otro lado, los complejos de interés son

...
...

...

(C ⊗ C)2
b′ //

d

OO

(C ⊗ C ⊗ C)2
b′ //

d

OO

(C ⊗ C⊗2 ⊗ C)2
b′ //

d

OO

. . .

(C ⊗ C)1
b′ //

d

OO

(C ⊗ C ⊗ C)1
b′ //

d

OO

(C ⊗ C⊗2 ⊗ C)1
b′ //

d

OO

. . .

(C ⊗ C)0
b′ //

d

OO

(C ⊗ C ⊗ C)0
b′ //

d

OO

(C ⊗ C⊗2 ⊗ C)0
b′ //

d

OO

. . .

(C ⊗ C)−1
b′ //

d

OO

(C ⊗ C ⊗ C)−1
b′ //

d

OO

(C ⊗ C⊗2 ⊗ C)−1
b′ //

d

OO

. . .

...

d

OO

...

d

OO

...

d

OO

y
...

...
...

(C ⊗ C)2
b′ //

d

OO

(C ⊗D ⊗ C)2
b′ //

d

OO

(C ⊗D⊗2 ⊗ C)2
b′ //

d

OO

. . .

(C ⊗ C)1
b′ //

d

OO

(C ⊗D ⊗ C)1
b′ //

d

OO

(C ⊗D⊗2 ⊗ C)1
b′ //

d

OO

. . .

(C ⊗ C)0
b′ //

d

OO

(C ⊗D ⊗ C)0
b′ //

d

OO

(C ⊗D⊗2 ⊗ C)0
b′ //

d

OO

. . .

(C ⊗ C)−1
b′ //

d

OO

(C ⊗D ⊗ C)−1
b′ //

d

OO

(C ⊗D⊗2 ⊗ C)−1
b′ //

d

OO

. . .

...

d

OO

...

d

OO

...

d

OO

por la fórmula de Künneth, las columnas son quasi-isomorfas. Si se consideran los com-
plejos truncados hasta la columna n-ésima, éstos son quasi-isomorfos utilizando la fórmu-
la de Künneth mas un argumento de inducción y la existencia de una sucesiones exactas
cortas de complejos, con el grande en el medio y dos complejos con menos columnas en
los costados. Ahora bien, el complejo total es el lı́mite inverso de los complejos truncados
hasta la columna n-ésima, entonces como la flecha es un quasi-isomorfismo sobre todos
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los limitandos, también es un quasi-isomorfismo en el lı́mite, pues la homologı́a conmuta
con este tipo particular de lı́mites inversos (se estaciona en tiempo finito grado a grado).

Como corolario, se tiene el resultado fundamental:

Teorema 7.26. Sea f : C → D un morfismo de coálgebras diferenciales graduadas que es un
quasi-isomofismo, C,D ∈ Chain(k)+, entonces fC�R

C− : D(C)+ → D(D)+ y Cf�R
D− :

D(D)+ → D(C)+ son un par de equivalencias, una inversa de la otra.

Observación: En este caso, no sólo se tiene una condición para ver cuando un complejo
del tipo CXD da una equivalencia entre D(C)+ y D(D)+ sino que además se tiene un
segundo complejo del tipo DYC tal que

X�R
DY

∼= C

Y�R
CX

∼= D

Esta será la condición que nos permitirá demostrar la invariancia de Hoch∗, y por lo tanto
la meta de aquı́ en mas será la de encontrar las hipótesis adecuadas que nos permitan
refinar los teoremas de caracterización de equivalencias hasta obtener formulas del tipo
anterior. A los resultados de esta clase los llamaremos en general ‘teoremas tipo Morita’.
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7.8. Bicomódulos basculantes

Sea C una coálgebra con diferencial nulo y concentrada en grado cero, TC un C-
comódulo quasi-finito, D = eC(T ) y tal que eD(T ) = C.
Observación: La condición de quasi-finitud puede parecer bastante restrictiva, pero si nos
preguntamos qué tipo de funtores que admiten adjunto inducen una equivalencia deriva-
da, entonces el hecho de admitir un adjunto fuerza a uno de los funtores a conmutar con
sumas directas y a ser exacto a izquierda. Sabemos que en esa situación, el funtor no tiene
otra opción que ser un producto cotensorial. A su vez, los únicos productos cotensoria-
les que admiten adjunto son aquellos que consisten en cotensorizar con un bicomódulo
quasi-finito.

Definición 7.27. Un bicomódulo DTC se llamará (co)tilting si y sólo si se verifican las siguientes
propiedades:

eC(T ) = D, eD(T ) = C

ExtnD(Y, T ) = 0 ∀n ≥ 2, para todo D-comódulo Y .

Ext1D(T, T ) = 0

Existe una sucesión exacta del tipo

0 → T1 → T0 → D → 0

donde los Ti son sumandos directos de sumas directas de T (es decir, Ti ∈ Add(T ), i = 0, 1).

Existe una sucesión exacta de D-C-bicomódulos

0 → DTC → I0 → I1 → 0

Donde los Ii son D-inyectivos quasi-finitos.

Al igual que en el estudio de los objetos cerrados, los resultados que obtendremos
estarán basados en la posibilidad de definir una adjunción.

Proposición 7.28. Sea DTC un comódulo C-quasi-finito. Entonces, para cualquier par de com-
plejos X ∈ Chain(C), Y ∈ Chain(D) se tiene:

HomCh(C)(hD(T, Y ), X) ∼= HomCh(D)(Y, T�CX)

HomH(C)(hD(T, Y ), X) ∼= HomH(D)(Y, T�CX)

donde el diferencial de hD(T, Y ) es hD(T, dY ) y el diferencial de T�CX es idT �CdX .
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Demostración: Recordamos que dados dos objetos A y B en la categorı́a de complejos
sobre una categorı́a abeliana C, está definido el complejo HomC(A,B). En cada grado se
lo define como

HomC(A,B)p =
∏
n∈Z

HomC(An, Bn[p])

y el diferencial está dado por

{φn}n∈Z 7→ {φn+1dA + (−1)ndBφn}

Demostraremos primero que HomC(hD(T, Y ), X) es isomorfo, como complejo, a
HomD(Y, T�CX).

La adjunción entre las categorı́as de C-comódulos y D-comódulos nos provee de un
isomorfismo en cada grado, ya que

HomC(hD(T, Y ), X)p =
∏
n∈Z

HomC(hD(T, Yn), Xn[p]) ∼=

∼=
∏
n∈Z

HomD(Yn, T�CXn[p]) ∼= HomD(Y, T�CX)p

Este isomorfismo conmuta con el diferencial, y para ver ésto se utiliza la naturalidad de
la adjunción: llamemos {fn}n∈Z a un elemento de HomD(Y, T�CX), y denotemos por
{gn}n∈Z al elemento de HomC(hD(T, Y ), X) correspondiente a {fn}n∈Z según el isomor-
fismo de la adjunción.

Como dX : Xn → Xn+1 es un morfismo en la categorı́a de C-comódulos, la naturalidad
de la adjunción dice que el diagrama

HomC(hD(T, Yn), Xn)
d∗ // HomC(hD(T, Yn), Xn+1)

HomD(Yn, T�CXn)
(1�d)∗ // HomD(Yn, T�CXn+1)

es conmutativo. Si tomamos el elemento gn ∈ HomC(hD(T, Yn), Xn), d∗(gn) = dgn, por otro
lado el morfismo correspondiente a gn es el que habı́amos llamado fn, y éste es enviado a
(id�dx)∗fn = (id�dx)fn, luego dgn corresponde a (id�dx)fn = dT�CXf .

Utilizando ahora la naturalidad en la otra variable, dado dY : Yn → Yn+1 obtenemos el
diagrama conmutativo siguiente:

HomC(hD(T, Yn+1), Xn+1)
hD(T,d)∗ // HomC(hD(T, Yn), Xn+1)

HomD(Yn+1, T�CXn+1)
d∗ // HomD(Yn, T�CXn+1)

Llamando de nuevo fn+1 a un elemento de HomD(Yn+1, T�CXn+1) y gn+1 a su corres-
pondiente en HomC(hD(T, Yn+1), Xn+1) tenemos que hD(T, d)∗(gn+1) = gn+1hD(T, d) =
gn+1dhD(T,Y ) se corresponde con d∗(f) = fd.
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Con estos dos datos, vemos que el diferencial de {fn}n∈Z, que es

{fn+1dY + (−1)ndT�CXfn}n∈Z,

se corresponde con {gn+1dhD(T,Y ) + (−1)ndXgn}n∈Z, que no es otra cosa que el diferencial
de {gn}n∈Z.

Como corolario de este cálculo tenemos que los ciclos de grado cero de los complejos
HomC(hD(T, Y ), X) y HomD(Y, T�CX) son isomorfos, y los ciclos en grado cero de estos
complejos son los morfismos en las categorı́as Chain(C) y Chain(D) respectivamente. Uti-
lizando el mismo isomorfismo de complejos también podemos decir que las homologı́as
en grado cero son isomorfas, y ésto es lo mismo que decir que HomH(C)(hD(T, Y ), X) ∼=
HomH(D)(Y, T�CX).

Corolario 7.29. Con las notaciones anteriores, T�C− : H(C) → H(D) y T�R
C− : D(C)+ →

D(D)+ conservan productos.

Demostración: El funtor T�C− : H(C) → H(D) preserva productos pues admite un
adjunto a izquierda.

Sean ahora {Mi}i∈I una familia de objetos de Chain(C)+ indexada por un conjunto
I tal que

∏
iMi ∈ Chain(C)+. Para calcular T�R

C(
∏

iMi) hay que buscar un objeto C-
cerrado quasi-isomorfo a

∏
iMi; una opción es considerarC(

∏
i(Mi)), que es cerrado, pero

no es necesariamente válida la igualdad C(
∏

iMi) =
∏

iC(Mi), sin embargo, otra opción
es considerar directamente

∏
iC(Mi), y como cada C(Mi) es quasi-isomorfo a Mi (es k-

homotópico a), entonces
∏

iC(Mi) es quasi-isomorfo a
∏

iMi (son k-homotópicamente
equivalentes) y además es cerrado (producto de cerrados es cerrado). Sabiendo que T�C−
conmuta con productos, tenemos

T�R
C(
∏

i

Mi) = T�C

∏
i

C(Mi) =
∏

i

(T�CC(Mi)) =
∏

i

(T�R
CMi)

Teorema 7.30. Sea DTC un comódulo basculante. Entonces T�C− : Chain(C)+ → Chain(D)+

induce una equivalencia T : D(C)+ → D(D)+.

Demostración: Utilizando el Teorema 7.24, la condición (a) es parte de la definición de
bicomplejo basculante, la parte (b) es el corolario anterior.

Para la parte (c), si una subcategorı́a de Chain(D)+ es estable por extensiones por
objetos de Chain(k)+ y por sumandos directos, al contener a T contiene necesariamente a
Add(T ), y como existe una sucesión exacta del tipo

0 → T1 → T0 → D → 0

entonces la estabilidad por conos implica que la imagen del funtor T�C− contiene al
complejo T1 → T0 (que es el cono de la aplicación diferencial del complejo concentrado T1
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en el complejo concentrado T0). La estabilidad por quasi-isomorfismos implica entonces
que la imagen de T�C− contiene a D.

Observación: Un complejo del tipo

0 // Xn
dn // . . . d2 // X1

d1 // X0
// 0

se obtiene por un proceso de conos iterados, pues Co(d1 : X1 → X0) = (0 → X1 → X0 →
0), a su vez (0 → X2 → X1 → X0 → 0) = Co (d2 : X2 → (0 → X1 → X0 → 0)), etc. Por lo
tanto, podemos extender la definición de comódulo cotilting de la siguiente manera:

Definición 7.31. Un bicomódulo DTC se llamará basculante generalizado, o (co)tilting generali-
zado, si y sólo si se verifican las siguientes propiedades:

eC(T ) = D, eD(T ) = C

ExtnD(Y, T ) = 0 ∀n ≥ 2, para todo D-comódulo Y .

Ext1D(T, T ) = 0

Existe una sucesión exacta del tipo

0 → Tn → · · · → T1 → T0 → D → 0

donde los Ti son sumandos directos de sumas directas de T (es decir, Ti ∈ Add(T ), i =
0, 1, . . . , n).

Existe una sucesión exacta de D-C-bicomódulos

0 → DTC → I0 → I1 → · · · → In → 0

Donde los Ii son inyectivos quasi-finitos vistos como D-comódulos.

Y de la misma manera, adaptando y copiando las demostraciones de esta sección,
podemos generalizar el teorema anterior de la manera obvia:

Teorema 7.32. Sea DTC un comódulo tilting generalizado. Entonces el funtor
T�C− : Chain(C)+ → Chain(D)+ induce una equivalencia de categorı́as trianguladas
T = T�R

C− : D(C)+ ∼= D(D)+.

Observación: La condicion Ext∗D(T, T ) = 0 para ∗ ≥ 1 es necesaria si se quiere seguir te-
niendo el resultado de equivalencia entre las categorı́as derivadas D(C)+ y D(eC(T ))+

pues si estas categorı́as son equivalentes vı́a el funtor T�R
C−, entonces ExtnD(T, T ) =

HomD(D)(T∗, T∗[n]) = HomD(C)(C,C[n]) y este último espacio es cero a menos que n = 0.
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8. Hacia resultados tipo Morita

8.1. Definición de comódulo quasi-finito generalizado

Durante esta sección,C yD denotarán k-coálgebras diferenciales graduadas positivas.
Sea DTC un objeto de Chain(D⊗Cop)+ y consideremos el funtor T�C− : Chain(C)+ →

Chain(D)+. Este funtor, además de ser un funtor entre Chain(C)+ y Chain(D)+, puede
considerarse como funtor entre categorı́as con el Hom ampliado, más precisamente, si
consideramos la categorı́a cuyos objetos son los mismos que los objetos de Chain(C)+

(resp. Chain(D)+) pero como conjunto de morfismos se tomaHomC (resp.HomD), enton-
ces T�C− es también un funtor en esa categorı́a.

Definición 8.1. Sea DTC ∈ Chain(D ⊗ Cop), diremos que T es quasi-finito generalizado
(g.q.f.) si y sólo si para cada Y ∈ Chain(C) existe un objeto hD(T, Y ) en Chain(D), que es
funtorial en Y , y un isomorfismo

HomD(hD(T, Y ), X) ∼= HomC(Y, T�CX)

natural en X .

Como primer ejemplo tenemos que si C y D son coálgebras concentradas y DTC es un
D-C-bicomódulo que es quasi-finito comoD-comódulo en el sentido usual, entonces T es
quasi-finito en el sentido generalizado.

Observación: Dado Y ∈ Chain(D), entonces hD(−, Y ) es funtorial con respecto a los bi-
comódulos T g.q.f. La demostración de esto es simplemente abstract nonsense.

La noción de g.q.f. es estable por sumas finitas, sumandos directos, traslaciones y co-
nos (basta definir hD(Co(T → T ′), Y ) como Co (hD(T ′, Y ) → hD(T, Y )) [−1]). Como con-
secuencia de ésto, si C y D son dos coálgebras concentradas y T es un complejo acotado
en donde en cada grado se tienen D-C-bicomódulos D-quasi-finitos, entonces T es g.q.f.

A partir de la definición, se tiene la siguiente propiedad:

Proposición 8.2. Sea DTC ∈ Chain(D ⊗ Cop)+ g.q.f., entonces

HomCh(C)(hD(T, Y ), X) ∼= HomCh(D)(Y, T�CX)

HomH(C)(hD(T, Y ), X) ∼= HomH(D)(Y, T�CX)

para todo X ∈ Chain(C) e Y ∈ Chain(D).

Demostración: Esto es claro pues

HomCh(C)(−,−) = (HomC(−,−))0 y HomH(C)(−,−) = H0 (HomC(−,−))

Si X = C e Y = DT con T g.q.f., tenemos que

h∗D(T, T ) = Homk(hD(T, T ), k) ∼= HomC(hD(T, T ), C) ∼= HomD(T, T )

es decir, el dual graduado de hD(T, T ) es un álgebra diferencial graduada. Veremos que
de hecho, hD(T, T ) es una coálgebra diferencial graduada.
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Proposición 8.3. Sea CXk g.q.f., entonces E := hC(X,X) es una coálgebra diferencial graduada.

Demostración: El morfismo de estructura se obtiene como sigue:
Del morfismo identidad idE ∈ HomCh(k)(E , E) = HomCh(C)(X,X ⊗ E) se tiene un mor-

fismo, que denotamos ρ; componiendo con ρ⊗ idE se tiene un elemento en

HomChain(C)(X,X ⊗ E ⊗ E) = HomChain(k)(E , E ⊗ E)

y esa es la comultiplicación. De un cálculo directo se tiene que la traspuesta de la comul-
tiplicación no es otra cosa que la composicion en EndC(X) = Egr∗. Por otro lado EndC(X)
es un álgebra diferencial graduada, por lo tanto E es una coálgebra diferencial graduada,
como se sigue del siguiente diagrama:

E ∆ //

d

��

  @
@@

@@
@@

@ E ⊗ E

xxrrrrrrrrrr

1⊗d±d⊗1

��

E∗∗

d∗∗

��

m∗
// (End⊗ End)∗

(1⊗d∗±d∗⊗1)∗

��

E∗∗ ⊗ E∗∗oo

1⊗d∗∗±d∗∗⊗1

��
E∗∗ m∗

// (End⊗ End)∗ E∗∗ ⊗ E∗∗oo

E ∆ //

??~~~~~~~~
E ⊗ E

ffLLLLLLLLLL

Se quiere ver que el cuadrado más grande es conmutativo. El cuadrado más chico
de la izquierda es conmutativo porque End es un álgebra diferencial graduada, la placa
de arriba (y la de abajo) son conmutativas por argumentos de álgebra lineal, las otras
también (por mismas razones).

Observación: empezando con coálgebras concentradas C y D, al estudiar las eventuales
equivalencias entre D(C) y D(D) vemos que las coálgebras diferenciales graduadas apa-
recen inevitablemente. La utilidad y necesidad de la introducción de objetos diferenciales
graduados en la teorı́a de Morita para categorı́as derivadas de módulos fue ya remarcada
por B. Keller [Ke 94b].

Como en el caso de coálgebras y comódulos concentrados, se tienen las siguientes
propiedades del funtor hD(T,−):

Proposición 8.4. Sea DXk un objeto g.q.f., llamando E = hD(X,X) entonces X ∈ Chain(Eop),
si Y ∈ Chain(D) un D-comódulo entonces hD(X, Y ) ∈ Chain(E) y además DXE es g.q.f., es
decir,

HomE(hD(X, Y ), U) ∼= HomD(Y,X�EU)

Demostración: de la adjunción

Homk(hD(X, Y ), Z) ∼= HomD(Y,X ⊗ Z)
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tomando Z = hD(X,Y ) se tiene un morfismo Y → X ⊗ hD(X, Y ) de grado cero que es el
que corresponde a la identidad de hD(X, Y ) (que es también de grado cero). Tomando el
caso particular X = Y se tiene un morfismo X → X⊗E ; éste es el morfismo de estructura
de X como E-comódulo a derecha.

Volviendo a un Y cualquiera, del morfismo identidad

idhD(X,Y ) ∈ Homk(hD(X, Y ), hD(X, Y )) ∼= HomD(Y,X ⊗ hD(X,Y ))

se tiene un morfismo de complejos Y → X ⊗ hD(X, Y ), el cual componiéndolo con el
morfismo de estructura de X da un elemento de

HomD(Y,X ⊗ E ⊗ hD(X, Y )) ∼= Homk(hD(X, Y ), E ⊗ hD(X, Y ))

Este morfismo provee a hD(X, Y ) de una estructura de E-comódulo (a izquierda).
Para ver la adjunción entre categorı́as deD-comódulos y de E-comódulos se considera

el siguiente diagrama:

Homk(hD(X,Y ), U)

��

∼= HomD(Y,X ⊗ U)

��
Homk(hD(X, Y ), E ⊗ U) ∼= HomD(Y,X ⊗ E ⊗ U)

Las flechas verticales son, en la columna de la derecha, la diferencia entre las flechas
inducidas por la estructura de X y la de U . En la columna de la izquierda, la flecha de
abajo es la diferencia entre la inducida por la estructura de hD(X, Y ) y por la de U . Pero
visto cómo estaban definidas las estructuras a derecha de X y a izquierda de hD(X, Y ), la
flecha de la columna de la derecha esta en correspondencia con la flecha de la columna de
la izquierda, por lo tanto sus núcleos son isomorfos. El núcleo de la flecha de la izquierda
es por definición HomE(hD(X,Y ), U) y el núcleo de la flecha de la derecha consiste en los
morfismos con imagen en X�EU , es decir, HomD(Y,X�EU), como querı́amos ver.

Consecuencia:
Sea F : D(C) → D(D) un funtor tal que F (C) es quasi-isomorfo a un objeto DX g.q.f.

y cerrado, entonces X ∈ D(D ⊗ Eop).
Suponiendo que F es una equivalencia, queremos ver en qué situaciones el funtor

X�R
E− : D(E) → D(D), también es una equivalencia:

8.2. Se quiere ver que DXE�R
E− es una equivalencia.

Comenzamos con unos comentarios en el caso particular de coálgebras concentradas.
Supongamos C y D dos coálgebras concentradas tales que existe una equivalencia de

categorı́as trianguladas F : D(C)+ → D(D)+. Denotemos por HI(C)+ a la subcategorı́a
plena de H(C)+ formada por los complejos M tales que Mn es C-inyectivo para todo n ∈
Z, análogamente denotamos por HI(D)+ a los complejos de componentes D-inyectivas.
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Ya sabı́amos de antes que D(C)+ ∼= Hc(C)+ dondeHc denota la clase de objetos cerrados,
el funtor que da esta equivalencia es la resolución standard M 7→ C(M), y en este caso
vemos claramente que C(M) toma valores en HI(C)+, por lo tanto D(C)+ ∼= HI(C)+.
Tenemos ası́ la siguiente proposición:

Proposición 8.5. Sean C y D dos k-coálgebras concentradas, son equivalentes:

1. D(C)+ ∼= D(D)+

2. HI(C)+ ∼= HI(D)+

Lo que deseamos es agregar a esta lista de equivalencias, una versión Hb (donde por
Hb denotamos a la subcategorı́a plena de H formada por los objetos homotópicamen-
te equivalentes a objetos de Chainb), para esto, siguiendo las ideas de J. Rickard [Ri89],
podemos caracterizar a los objetos acotados de la siguiente manera:

Lema 8.6. Sea C una k-coálgebra concentrada, X ∈ HI(C)+. Entonces X ∈ HI(C)b si y solo si,
para cada Y ∈ HI(C)+ existe n0 ∈ N tal que HomH(C)(X[n], Y ) = 0 para todo n ≤ n0.

Demostración: Como X ∈ HI(C)b, ∃m ∈ N tal que Xp = 0 para todo p tal que |p| >
m, además dado Y ∈ HI(C)+, se tendrá que Yp = 0 para todo p < m′ para un da-
do m′ ∈ Z. Tomando n ≤ m − m′, tenemos que HomCh(C)(X[n], Y ) = 0, por lo tanto
HomH(C)(X[n], Y ) = 0, es decir que la condición es necesaria.

Veamos la suficiencia:
Sea X ∈ HI(C)+, tomamos Y = C, luego existe n0 tal que

0 = HomH(C)(X[n], C) = X∗−n ∀n ≤ n0

luego Xn = 0 para n ≥ −n0, es decir que X ∈ HI(C)−, pero como X ya estaba en HI(C)+

se sigue que X ∈ HI(C)b.

Esta caracterización de los complejos acotados es estable por equivalencias de cate-
gorı́as trianguladas HI(C)+ → HI(D)+, luego tenemos el siguiente corolario:

Corolario 8.7. Sean C y D dos k-coálgebras concentradas, son equivalentes:

1. D(C)+ ∼= D(D)+

2. HI(C)+ ∼= HI(D)+

3. HI(C)b ∼= HI(D)b

Este corolario lo que dice es que, si C y D son dos coálgebras concentardas y F :
D(C)+ → D(D)+ es una equivalencia de categorı́as trianguladas, entonces se puede su-
poner sin pérdida de generalidad que F (C) es un complejo acotado de los dos lados, y
con componentes D-inyectivas (por lo tanto cerrado).
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Cuando C y D son dos coálgebras diferenciales graduadas arbitarias, la definición de
HI no tiene sentido pues por ejemplo la coálgebra misma no tiene porqué tener compo-
nentes C-inyectivas (de hecho, las componentes ni siquiera tienen porqué ser C-comódu-
los, tan solo son C0-comódulos). Si C y D son dos coálgebras diferenciales graduadas
positivas y F : D(C)+ → D(D)+ una equivalencia de categorı́as trianguladas, no sabe-
mos si es posible elegir, dentro de la clase de objetos quasi-isomorfos a F (C), uno tal que
a la vez pertenezca a Chain(D)b y sea cerrado, es por esto que asumiremos este hecho co-
mo hipótesis, por lo visto anteriormente, en el caso concentrado esta hipótesis se satisface
automáticamente.

Proposición 8.8. Sean C y D dos k-coálgebras diferenciales graduadas positivas tales que existe
una equivalencia de categorı́as trianguladas F : D(C)+ → D(D)+. Asumamos además que F (C)
es quasi-isomorfo a un objeto DX g.q.f. cerrado y acotado (i.e. X ∈ Chain(D)b) y que además
E := hD(X,X) es graduada positiva. Entonces el funtor X�R

E− : D(E)+ → D(D)+ es una
equivalencia.

Demostración: Como X ∈ Chain(k)b, se sigue que E ∈ Chain(k)b, podemos utilizar en-
tonces la caracterización de equivalencias que da el Teorema 7.24.

El punto (a):

Como X es cerrado,

HomD(D)(X,X[n]) = HomH(D)(X,X[n]) =

por la adjunción

= HomH(D)(X,X�R
E E [n]) = HomH(E)(hD(X,X), E [n]) = HomH(E)(E , E [n])

El punto (b): Como X es g.q.f, el funtor X�E− : H(E) → H(D) admite adjunto, por lo
tanto, con demostración idéntica a la del Corolario 7.29 se tiene que X�R

E− : D(E)+ →
D(D)+ conserva productos.

El punto (c):

Dado que F es una equivalencia y C “genera”D(C)+, al ser F (C) = X = X�R
E E

entonces X “genera.a D(D)+, pues F conmuta con productos, extensiones por objetos de
Chain(k)+, conos y traslaciones.

Corolario 8.9. Sean C y D dos coálgebras concentradas y sea F : D(C)+ → D(D)+ una equi-
valencia tal que F (C) es quasi-isomorfo a un objeto DX cerrado acotado y g.q.f. tal que E =
hD(X,X) es graduado positivo. Entonces existe un objeto DTC tal que T�R

C− : D(C)+ → D(D)+

es una equivalencia.

Demostración: llamemos E a hD(X,X), sabemos que X�R
E− : D(E)+ → D(D)+ es una

equivalencia.
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Como E es una coálgebra graduada positiva, el morfismo de complejos

. . . // 0
d // E0

d0 // E1
d1 // . . .

. . . // 0

OO

// Ker(d0)

f

OO

// 0 //

OO

. . .

es un morfismo de coálgebras. Si consideramos los morfismos duales, dado que E∗ =
h∗D(X,X) = HomCh(k)(hD(X,X), k) = HomCh(D)(X,X), su homologı́a es

Hn(E∗) = HomH(D)(X,X[n]) = HomD(D)(X,X[n])

(pues X se supone D-cerrado) y ésto a su vez es igual a HomD(C)(C,C[n]) pues se tiene
una equivalencia F : D(C) → D(D) y F (C) = X . Como C está concentrada en grado
cero (y además es un objeto C-cerrado) entonces este Hom da cero a menos que n = 0 y
en ese caso da HomC(C,C) = C∗. Como consecuencia de ésto, tenemos que el morfismo
f : C = H0(E) → E es un quasi-isomorfismo.

Las categorı́as D(C)+, D(E)+ son equivalentes en virtud del Teorema 7.26, las equiva-
lencias entre estas categorı́as están dadas por

fC�R
C− : D(C)+ → D(E)+

Cf�
R
E− : D(E)+ → D(C)+

Podemos componer las equivalencias:

D(C)+ f C�R
C // D(E)+

X�R
E // D(D)+

Por la asociatividad del producto cotensorial derivado, tenemos que T := X�R
E fC ∈

Chain(D ⊗ Cop)+ induce una equivalencia T�R
C− : D(C)+ → D(D)+.

8.3. Más sobre (co)tiltings generalizados

Sabemos a partir del Teorema 7.32 que si C y D son dos coálgebras concentradas y
DTC es un bicomódulo que es basculante generalizado entonces induce una equivalencia
T�R

C− : D(C)+ ∼= D(D)+, lo que no sabemos aún es si el funtor inverso a T�R
C− es o no

de la forma Q�R
D− para algún complejo Q ∈ Chain(C ⊗ Dop)+. Demostraremos en esta

subsección que éste es el caso.
Antes de demostrar lo enunciado en el párrafo anterior, demostramos un Lema que

puede ser considerado como parte del folklore de la teorı́a de comódulos:

Lema 8.10. Sean C y D dos coálgebras (concentradas), DIC un bicomódulo, que visto como D-
comódulo es inyectivo y quasi-finito. Si M es un D-comódulo a derecha, entonces

hD(I,M) ∼= hD(I,D)�DM

(isomorfismo de C-comódulos)
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Demostración: Como el funtor hD(I,−) es adjunto a izquierda de I�C−, entonces con-
muta con sumas directas, en consecuencia, si W es un espacio vectorial cualquiera y X es
un D-comódulo a derecha, entonces hD(I,X ⊗W ) = hD(I,X)⊗W .

Por otro lado sabemos que hD(I,−)∗ = ComD(−, I); al haber supuesto que I fuera
D-inyectivo, el funtor ComD(−, I) es exacto, luego hD(I,−) también es exacto. Conside-
rando entonces la sucesión exacta a izquierda:

0 →M →ρ D ⊗M →b′ D ⊗D ⊗M

tenemos la siguiente identificación de sucesiones exactas:

0 // hD(I,M) // hD(I,D ⊗M) // hD(I,D ⊗D ⊗M)

0 // hD(I,D)�DM // hD(I,D)⊗M // hD(I,D)⊗D ⊗M

de lo que se sigue el resultado buscado.

Teorema 8.11. Sea DTC un bicomódulo basculante generalizado, sea T∗ ∈ Chain(D ⊗ Cop)b el
complejo de la definición de basculante generalizado que es quasi-isomorfo a T está formado por
bicomódulos que son D-inyectivos quasi-finitos. Entonces se tienen isomorfismos (en D(De)+ y
D(Ce)+ respectivamente):

T∗�ChD(T∗, D) ∼= D

hD(T∗, D)�DT∗ ∼= C

Demostración: probaremos sólo el segundo isomorfismo, el primero será un corolario de
los resultados de la sección siguiente.

hD(T∗, D)n = hD(T−n, D), luego

(hD(T∗, D)�DT∗)n = ⊕p+q=nhD(T−p, D)�DTq = ⊕p+q=nhD(T−p, Tq)

Luego hD(T∗, D)�DT∗ = hD(T∗, T∗) y sabı́amos que esta coálgebra es quasi-isomorfa a C.

8.4. Lemas de extensión de funtores

Lema 8.12. Sean C y D dos coálgebras diferenciales graduadas positivas y sea F : D(C)+ →
D(D)+ una equivalencia con inverso G : D(D)+ → D(C)+. Entonces, para cualquier coálgebra
diferencial graduada positiva E, se puede extender a F y a G para formar un par de equivalencias
entre D(C ⊗ E)+ y D(D ⊗ E)+.

Demostración: Sea X ∈ D(C ⊗ E)+, entonces X es quasi-isomorfo a su resolución con
respecto a E:

C,EX → Tot(⊕n>0EE
⊗n ⊗ CX, b

′
E, d)
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Se define entonces

F̂ (X) := Tot(⊕n>0EE
⊗n ⊗ DF (CX), b′E, d) ∈ D(D ⊗ E)

Notar que como la estructura de E-comódulo es C-colineal, entonces se le puede aplicar
el funtor F a la flecha E-estructural de X y queda ası́ bien definido el complejo de la
derecha.

De manera análoga se define Ĝ. Veamos que Ĝ es inverso de F̂ :

Ĝ(F̂ (X)) = ⊕n>0EE
⊗n ⊗ CG(F̂ (X)) =

= ⊕n>0EE
⊗n ⊗ CG(⊕p>0EE

⊗p ⊗ DF (X))

pero⊕p>0E
⊗p⊗DF (X) es quasi-isomorfo aF (X) comoD-comódulo, entoncesG(⊕p>0EE

⊗p⊗
DF (X))) es quasi-isomorfo a G(F (X)) como C-comódulo, luego la ultima expresión es
quasi-isomorfa a

⊕n>0EE
⊗n ⊗ CG(F (X)) ∼= ⊕n>0EE

⊗n ⊗ CX ∼= E,CX

El quasi-isomorfismo del otro lado es análogo. Notar que todos los morfismos expuestos
son funtoriales, luego Ĝ ◦ F̂ ∼= Id y lo mismo en el otro sentido.

Corolario 8.13. Sean C y D dos coálgebras concentradas y DTC un complejo basculante genera-
lizado. Consideremos F = DTC�C− y G = hD(T,−) y llamemos CQD := hD(T,D). Entonces

DT�R
CQ

∼= D

CQ�R
DT

∼= C

en D(D ⊗Dop) y D(C ⊗ Cop) respectivamente.

Demostración: Se extiende aG = CQD�R
D− y a F = DTC�R

C− a las categorı́asD(C⊗Cop)+

y D(D ⊗ Cop)+ respectivamente, considerándose los F̂ y Ĝ pertinentes. Entonces:

CCC
∼= Ĝ(F̂ (CCC) = Ĝ(⊕n>0DT∗ ⊗ C⊗n

C ) ∼=

∼= Ĝ(DT∗C) ∼= (⊕n>0ChD(T∗, T∗)⊗ C⊗n
C ) ∼=

∼= (⊕n>0ChD(T,D)�R
DT ⊗ C⊗n

C ) ∼= ChD(T∗, D)�R
DTC =

= CQ�R
DTC

Llamamos ahora F̃ y G̃ a los funtores que provienen de F y G extendidos a las cate-
gorı́as D(D ⊗Dop)+ y D(C ⊗Dop)+, y obtenemos, de manera análoga:

DDD
∼= F̃ (Ĝ(DDD) = F̃ (⊕n>0ChD(T∗, D)⊗D⊗n

D ) ∼=
∼= F̃ (ChD(T∗, D)D) ∼= (⊕n>0DT∗�ChD(T∗, D)⊗D⊗n

D ) ∼=
∼= DT�R

CQ
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9. Homologı́a de Hochschild y cı́clica de coálgebras dife-
renciales graduadas

El propósito de este capı́tulo es el de definir los grupos de cohomologı́a de Hochschild
y cı́clica para las coálgebras diferenciales graduadas. Estas nuevas definiciones, análo-
gamente al contexto de álgebras diferenciales graduadas tendrán en cuenta no sólo la
estructura de comultiplicación sino también el diferencial. Será una definición tal que
si f : C → D es un morfismo de coálgebras diferenciales graduadas que es un quasi-
isomorfismo, entonces sus homologı́as (a través de un morfismo inducido por f ) sean
isomorfas.

Naturalmente, las definiciones del caso diferencial graduado generalizarán las del ca-
so usual considerando a una coálgebra sin estructura diferencial graduada como gradua-
da concentrada en grado cero y con diferencial nulo.

9.1. CoHomologı́a de Hochschild

Dada C una coálgebra diferencial graduada, recordamos la definición de la resolución
standard C(C):

C(C)p =

(⊕
n≥1

C⊗n+1

)
p

=
⊕

i0+...in=p

Ci0 ⊗ . . . Cin

y su diferencial se escribe como la suma de dos diferenciales:

b′ : C⊗n+1 → C⊗n+2

b′ =
n∑

i=0

(−1)i∆i

donde ∆i(c0, . . . , cn) := (c0, . . . ,∆(ci), . . . , cn)

d : C⊗n+1 → C⊗n+1

(c0, . . . , cn) 7→ (−1)n

(
n∑

k=0

(−1)|ci0
|+···+|cik−1

|(ci1 , . . . , dC(cik), . . . , cin)

)
Se define el operador cı́clico sobre elementos homogéneos (extendiéndolo despues por
linealidad) como:

T : C⊗n+1 → C⊗n+1

(c0, c1, . . . , cn) 7→ (−1)n(−1)|c0|.|(c1,...,cn)|(c1, . . . , cn, c0)

donde |(c1, . . . , cn)| denota el grado usual de (c1, . . . , cn) en el producto tensorial,

|(c1, . . . , cn)| = |c1|+ . . . |cn|.
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Si llamamos ∆n+1 := (−1)n+1T ◦∆0 : C⊗n+1 → C⊗n+2, definimos

b : C⊗n+1 → C⊗n+2

b :=
n+1∑
i=0

(−1)i∆i = b′ − T ◦∆0

Simple verificación muestra que b2 = bd + db = 0, definimos entonces CHoch para el caso
diferencial graduado como el complejo

CHoch(C) := Tot(C(C), b, d)

Definición 9.1. La coHomologı́a de Hochschild de una k-coálgebra diferencial graduada C
se define como Hoch∗(C) := H∗(CHoch(C))

Observación: 1. De manera análoga al caso no diferencial graduado, el complejo CHoch(C)
es isomorfo al complejo (C(C)�CeC, (b′ + d)�idC).
Observación: 2. Sea C una k-coálgebra concentrada en grado cero. Entonces es conocido
queHoch∗(C) = CotorCe(C,C), pues el complejo standard que calculaHoch∗(C) proviene
de aplicar C�Ce− a la resolución inyectiva standard de C como Ce-comódulo. Llamando
C(C) a la resolución standard de C, que es una resolución Ce-inyectiva, se tiene que

Hoch∗(C) = H∗(C(C)�CeC) = H∗(C(C)�CeC(C)) = H∗(C�CeC(C)) = H∗(C�R
CeC)

H∗(C) = Ext∗Ce(C,C) = HomD(Ce)(C,C[∗])

Para el caso diferencial graduado, se tiene la misma interpretación cohomológica deHoch∗:

Lema 9.2. Sea C una coálgebra diferencial graduada positiva, entonces C(C) es un objeto cerrado
en Chain(Ce).

Notar que ya sabı́amos que para todo M ∈ Chain(C)+, C(M)+ es un objeto cerrado en
Chain(C), pero esto sólo dice queC(C) es cerrado en Chain(C) aunque no necesariamente
en Chain(Ce).

Demostración: Notamos que si C ∈ Chain(k), entonces Ce = C ⊗ Cop también es un
objeto de Chain(k)+. En virtud de 7.15 basta ver que C(C)p es Ce-cerrado para todo p > 0.
Demostraremos esto por inducción:

Si p = 1, C(C)1 = C ⊗ C = Ce y es claro que es Ce cerrado. Para p > 1, se tiene una
sucesión exacta corta que se parte en la categorı́a de C-comódulos graduados:

0 → C⊗p → C(C)p → C(C)p−1 → 0

Por hipótesis inductiva, C(C)p−1 es Ce-cerrado, por otro lado, C⊗p = C⊗C⊗p−2⊗C es un
complejo de la forma C ⊗ V ⊗ C ∼= Ce ⊗ V , por lo tanto, por la propiedad de extensión
por espacios vectoriales (Corolario 7.18) resulta Ce-cerrado.
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Corolario 9.3. Sea C una k-coálgebra diferencial graduada tal que C ∈ Chain(k)+, entonces

Hoch∗(C) = H∗(C�R
CeC)

Para H∗ tomamos como definición H∗(C) := HomD(Ce)(C,C[∗]). Esta caracterización
permite demostrar sencillamente el siguiente teorema de invariancia:

Teorema 9.4. Sean C y D dos k-coálgebras diferenciales graduadas positivas, y supongamos que
existen CXD ∈ Chain(C ⊗ Dop) e DYC ∈ Chain(D ⊗ Cop) tales que X�R

DY
∼= C en D(Ce) y

Y�R
CX

∼= C en D(De), entonces Hoch∗(C) ∼= Hoch∗(D) y H∗(C) ∼= H∗(D).

Demostración: A partir de las hipótesis, se tienen isomorfismos en D(k):

C�R
CeC ∼= (X�R

DY )�R
Ce(X�R

DY ) ∼= (Y�R
CX)�R

De(Y�R
CX) ∼= D�R

DeD

Tomando homologı́a en ambos miembros se tiene entonces Hoch∗(C) ∼= Hoch∗(D).
Para H∗, tenemos que

Hn(C) = HomD(Ce)(C,C[n]) ∼=

∼= HomD(De)(Y�R
CC�R

CX, Y�R
CC[n]�R

CX) ∼=
∼= HomD(De)(D,D[n]) = H∗(D)

Corolario 9.5. Sean C y D dos coálgebras usuales tales que existe un objeto basculante generali-
zado DTC , entonces Hoch∗(C) ∼= Hoch∗(D) y H∗(C) ∼= H∗(D).

Demostración: utilizamos el Corolario 8.13, el cual nos dice que estamos precisamente en
las hipótesis del teorema anterior.

Observación: El espacio graduado H∗(C) = ⊕n∈ZHomD(Ce)(C,C[n]) es un álgebra gra-
duada tomando como producto la composición de morfismos en D(Ce)

Hp(C)×Hq(C) // Hp+q(C)

HomD(Ce)(C,C[p])×HomD(Ce)(C,C[q]) // HomD(Ce)(C,C[p+ q])

HomD(Ce)(C,C[p])×HomD(Ce)(C[p], C[p+ q]) // HomD(Ce)(C,C[p+ q])

(f, g) 7→ f ◦ g
Si F : D(Ce) → D(De) es una equivalencia que conmuta con el funtor de traslación y que
además verifica F (C) ∼= D (isomorfismo en D(De)), entonces H∗(C) ∼= H∗(D) no sólo
como k-espacios vectoriales sino también como álgebras graduadas. Tal es el caso cuando
existen CXD ∈ Chain(C ⊗Dop) e DYC ∈ Chain(D ⊗ Cop) tales que X�R

DY
∼= C en D(Ce)

y Y�R
CX

∼= C en D(De), tomando F = Y�R
C −�R

CX : D(Ce) → D(De).
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9.2. CoHomologı́a Cı́clica

Notamos que para dar la definición de Hoch∗, hemos introducido todos los operadores
necesarios para definir la cohomologı́a cı́clica. Hacemos un resumen de todas ellas:

1. el operador cı́clico T : C⊗n+1 → C⊗n+1

(c0, c1, . . . , cn) 7→ (−1)n(−1)|c0|.|(c1,...,cn)|(c1, . . . , cn, c0)

2. operadores cara, para i = 0, . . . , n, ∆i : C⊗n+1 → C⊗n+2

(c0, . . . , cn) 7→ (c0, . . . ,∆(ci), . . . , cn)

y ∆n+1 := (−1)n+1T ◦∆0.

3. el diferencial d : C⊗n+1 → C⊗n+1

(c0, . . . , cn) 7→ (−1)n

(
n∑

k=0

(−1)|ci0
|+···+|cik−1

|(ci1 , . . . , dC(cik), . . . , cin)

)

4. el borde b′ =
∑n

i=0(−1)i∆i y el borde b =
∑n+1

i=0 (−1)i∆i.

5. la norma N :=
∑n

i=0 T
i : C⊗n+1 → C⊗n+1

Dado que b+d y b′+d son operadores de cuadrado cero, tenemos que b′2 = b2 = bd+db =
b′d + db′ = 0. Al igual que en el caso no diferencial graduado, son válidas las siguientes
relaciones:

Lema 9.6. Con las notaciones anteriores:

T n
C⊗n = id ; Nb′ = bN

(1− T )N = N(1− T ) = 0 ; (1− T )b = b′(1− T )

Demostración: Son consecuencia formal de las siguientes relaciones:{
T∆i = −∆i−1T donde i = 1, . . . , n

T∆0 = (−1)n+1∆n+1

La identidad T∆i = −∆i−1T se demuestra por cálculo directo, la igualdad
T∆0 = (−1)n+1∆n+1 es la definición misma de ∆n+1

Lema 9.7. Con las mismas notaciones, d conmuta con T , y por lo tanto con (id− T ) y con N .
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Demostración: Es un cálculo directo.
Queda entonces definido un complejo doble, que llamaremos C∗∗(C):

. . . CHoch(C)[−4]1−Too C(C)[−3]Noo CHoch(C)[−2]1−Too C(C)[−1]Noo CHoch(C)1−Too

Definimos la cohomologı́a cı́clica de una coálgebra diferencial graduada como la coho-
mologı́a del complejo total asociado al este complejo doble, y la denotaremos HC∗(C).
Al igual que en el caso no diferencial graduado, tenemos el siguiente resultado, útil para
extraer propiedades de HC∗(C) a partir de Hoch∗(C):

Teorema 9.8. (SBI) Sea C una k-coálgebra diferencial graduada, entonces existe una sucesión
exacta larga

. . . // HCn(C) S // HCn+2(C)
I // Hochn+2(C)

B // HCn+1(C) // . . .

Demostración: es igual al caso no diferencial graduado, notamos que en la definición de
CC∗∗(C) hay una periodicidad evidente de perı́odo 2; trasladamos el complejo CC∗∗(C)
dos lugares ‘hacia arriba’ y obtenemos ası́ una sucesión exacta corta de complejos dobles:

0 → Tot



...

CHoch(C)[−4]

1−T

OO

C(C)[−3]

N

OO

CHoch(C)[−2]

1−T

OO

0

OO

0

OO



→ Tot



...

CHoch(C)[−4]

1−T

OO

C(C)[−3]

N

OO

CHoch(C)[−2]

1−T

OO

C(C)[−1]

N

OO

CHoch(C)

1−T

OO



→ Tot



...

0

OO

0

OO

0

OO

C(C)[−1]

OO

CHoch(C)

1−T

OO



→ 0

Hemos obtenido ası́ una sucesión exacta corta 0 → C∗∗(C)[−2] → C∗∗(C) → Co(1 −
T )[1] → 0. Como C(C) es acı́clico, se sigue Co(1− T )[1] es quasi-isomorfo a CHoch(C). Los
otros dos complejos calculan HC∗(C) y HC∗(C)[−2], luego la sucesión exacta larga del
teorema es consecuencia de la sucesión exacta larga en homologı́a.

Corolario 9.9. Sea f : C → D un morfismo comultiplicativo tal que f ∗ : Hoch∗(C) →
Hoch∗(D) es un isomorfismo, entonces f induce un isomorfismo f ∗ : HC∗(C) → HC∗(D).

Como caso particular, se tiene:

Corolario 9.10. Sea f : C → D un quasi-isomorfismo de k-coálgebras diferenciales graduadas
positivas, entonces f ∗ : HC∗(C) ∼= HC∗(D).
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