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Introduccion

El espiritu de esta tesis consiste en encarar el estudio de coalgebras sobre un cuerpo
a través de técnicas del dlgebra homoldgica. Las codlgebras aparecen naturalmente en
topologia algebraica (de hecho, las coalgebras diferenciales graduadas) cuando se define
el complejo singular S.(X; k) de un espacio topolégico X con coeficientes en un anillo &,
por lo tanto H,.(X; k) := H.(S.(X,k)) es una k-coalgebra (graduada). Si bien la nocién
de 4lgebra pueda parecer mas natural y geométrica (imaginando al algebra A como el
anillo de funciones de una variedad X), cuando el espacio geométrico X tiene estructura
de monoide, entonces su 4lgebra de funciones es una bidlgebra (es decir un algebra que
también es coalgebra y donde las dos estructuras estdn relacionadas). En ese caso, no tiene
sentido tomar una postura o punto de vista sélo por una estructura o sélo por la otra pues
las dos estructuras aparecen simultdneamente. También hay situaciones, como en la teoria
de operads, en que los enunciados naturales estdn dados en términos de estructuras de
codlgebras, y si se quiere dualizar dichos enunciados para enunciar las proposiciones y
definiciones s6lo en términos de dlgebras, se llega muchas veces a innecesarias hipétesis
de finitud, que no aparecen en los enunciados originales. A modo de ejemplo, podemos
citar el teorema de formalidad de Kontsevich [Ko 97], que trata del problema de encontar
una deformacién a partir de una estructura de Poisson. Los trabajos de Kontsevich estan
enunciados en términos de coalgebras y condiciones cohomolégicas, esto motiva tanto al
estudio de codlgebras como al de las teorias de cohomologia sobre las mismas.

La teoria central de cohomologia en esta tesis serd Hoch* [Doi 81], que es el andlogo
a la homologia de Hochschild de 4lgebras asociativas. Una gran parte de los resultados
de este trabajo han sido publicados en revistas y/o libros cientificos, por lo que en al-
gunos casos, presentaremos los resultados y nos referiremos a las publicaciones para sus
demostraciones completas; algunos de los resultados publicados irdn acompafiados de
comentarios en donde se muestran algunas mejoras con respecto a lo que se encuentra en
la literatura.

La primera idea cuando se estudian las codlgebras es, en vez de estudiar la codlgebra
misma, estudiar su categoria de corepresentaciones, es decir, la categoria de comédulos
sobre la codlgebra dada. Este punto de vista ha demostrado ser fructifero en el caso de
anillos o algebras. Hay una teoria desarrollada por Takeuchi [Tak 77a] que tiene (si bien
con demostraciones muchas veces completamente diferentes) enunciados duales a los de
la teoria de Morita. Se tiene asi una caracterizacién de las equivalencias de categorias
de comoddulos, y la pregunta natural es si las teorias de cohomologia Hoch* y H* son
invariantes por estas equivalencias. La respuesta es afirmativa, tal como se demuestra en
[F-S 98a]. Més atn, en [F-599b] se define la cohomologia ciclica de coalgebras (HC*), y
entre otras cosas se demuestra que HC™* es también invariante por equivalencias Morita -
Takeuchi.

Una técnica de indudable valor en algebra es la nocién de localizacién. La localizacion
es una herramienta comoda porque existen resultados de localizacién-globalizacién, es
decir, para demostrar un enunciado, muchas veces es equivalente demostrar el enuncia-
do andlogo en el contexto local, y una vez ahi, uno puede utilizar resultados adicionales



pues los anillos locales tienen mas propiedades que los anillos arbitrarios en general (por
ejemplo todos los médulos proyectivos de tipo finito sobre un anillo local son libres, el le-
ma de Nakayama, etc.). Uno de los principales problemas de la localizacién de codlgebras
es que si se busca un funtor de localizacién con propiedades duales a las de la localiza-
cién de algebras, rdpidamente se puede caer en una categoria de coalgebras topoldgicas y
representaciones continuas, y esta tltima categoria ya no es mas una categoria abeliana.
Sin embargo, las teorias de cohomologia pueden definirse alli y se recuperan bastantes
de las propiedades generales de las teorias de cohomologia en categorias abelianas (en
el sentido de que son funtores (co)homolégicos, ver [Gro 57]). En [F-S 98b] se estudia el
comportamiento de Hoch* con respecto a las localizaciones en situaciones tan generales
como sea posible. Queda sin embargo un punto interesante no tratado en [F-598b], y es
que en casos particulares, la localizacién de una codlgebra ‘algebraica’ es a veces tam-
bién una codlgebra algebraica en vez de una codalgebra topolégica. Es decir que dada una
coalgebra C' con comultiplicacion A : C — C ® C, la imagen de la comultiplicacién de
la coalgebra localizada A : Cig — C’[S@C[S] se factoriza por Cis) ® Clg), donde C ® C
(resp. Cjs) ® Cls)) denota el producto tensorial algebraico y ® denota la completacion del
producto tensorial algebraico con respecto a una topologia conveniente. Es frecuente que
en estos casos particulares también sea facilmente verificable que el morfismo de localiza-
cién 7 : Cg) — C sea coplayo, condicién indispensable para demostrar la compatibilidad
de Hoch* con la localizacion.

Un caso particularmente agradable es cuando la coalgebra C' es coconmutativa, y los
subconjuntos por los cuales se localiza son ideales maximales del 4lgebra dual C*. En
este caso la técnica de localizar no es otra cosa que la de descomponer a la codlgebra
en componentes irreducibles, dichas componentes quedan indexadas por los elementos
group-like (que estdn en correspondencia con ideales maximales de C*). Los problemas
globales de la codlgebra se pueden entonces atacar en forma local, y luego reunir los datos
locales para obtener resultados globales.

En el caso coconmutativo, Hoch* tiene un sentido geométrico como lo demuestra por
ejemplo el cdlculo de Hoch* para la codlgebra D(X) = “distribuciones sobre una variedad
diferenciable real compacta X" (ver [F-S 99b]). Para el caso de coalgebras coconmutativas
algebraicas, una teoria de ‘suavidad’, definida a través de extensiones de codlgebras co-
conmutativas puede ser desarrollada y se obtienen resultados andlogos al del famoso teo-
rema de Hochschild-Kostant-Rosenberg que dice que si un dlgebra A (esencialmente de ti-
po finito, sobre un cuerpo perfecto) es suave, entonces H H,(A) es isomorfaa A% (Q2'(A)), el
algebra exterior en el médulo de diferenciales de Kahler (en particular H H,,(A) = 0 para
n suficientemente grande). El resultado obtenido (ver [E-S 99a]) es que si C' es una codlge-
bra coconmutativa suave (sobre un cuerpo algebraicamente cerrado), entonces Hoch*(C)
es isomorfa a la coalgebra exterior en Hoch'(C'), que es a su vez siempre isomorfo a un
objeto 2}, universal con respecto a las coderivaciones.

Finalmente, viendo que las teorias de cohomologia se aplican naturalmente a coélge-
bras diferenciales graduadas, se extiende la teoria a este tipo de codlgebras y se estudia
la categoria derivada de las corepresentaciones diferenciales graduadas. Esta categoria
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derivada es el dominio natural en donde se aplican los funtores homolégicos, es por
esto esperable que las teorias de cohomologia dependan de estas categorias derivadas,
en vez de simplemente las categorias de corepresentaciones. Un ejemplo bésico es el si-
guiente: sea f : C' — D un morfismo de codlgebras diferenciales graduadas que es un
quasi-isomorfismo. Se puede considerar entonces a C' como un “modelo”de D, y seria
deseable poder intercambiar, a la hora de calcular Hoch*, a C por D o viceversa. El pro-
blema de poder intercambiar una coalgebra por un modelo tiene una respuesta afirmati-
va (ver Teorema 7.26) en el siguiente sentido: las categorias derivadas D(C) y D(D) son
equivalentes (en tanto que categorias trianguladas), y la equivalencia induce un isomor-
fismo f* : Hoch*(C') = Hoch*(D). En un caso genérico, en donde C'y D son dos codlge-
bras diferenciales graduadas tales que D(C') y D(D) son equivalentes, se tienen resulta-
dos parciales que dan condiciones suficientes para asegurar por un lado un teorema tipo
Morita-Takeuchi de las categorias derivadas (es decir, caracterizar las equivalencias que
pueden ocurrir entre D(C') y D(D)), y a partir de esto, llegar a demostrar que Hoch*(C)
y Hoch*(D) son isomorfas. Para llegar a estos teoremas se realizan varias construcciones
y definiciones, como la nocién de quasi-finito en un sentido generalizado y la codlgebra
diferencial de coendomorfismos, que juega un rol fundamental en la teoria de Morita de
las categorias derivadas. Naturalmente, para poder enunciar los resultados, se describe
brevemente la categoria de homotopia y la categoria derivada de comoédulos diferenciales
graduados y se recuerdan las construcciones de categorias derivadas de categorias abe-
lianas (en el sentido de [Ver 77]) y de categorias diferenciales graduadas (en el sentido de
[Ke 94a)).

El contenido de los capitulos es el siguiente:

El capitulo 1 es introductorio. Se recuerdan las definiciones de los principales objetos
que aparecerdn en el resto del trabajo y se dan ejemplos en donde las nociones definidas
aparecen naturalmente.

El capitulo 2 trata de las teorias de cohomologia de coalgebras Hoch™y H*. Se demues-
tra la invariancia de estas teorfas por equivalencias de las categorias de representaciones
y se calculan los grupos de cohomologia para algunos de los ejemplos, tanto algebrai-
cos como topoldgicos. La parte general de este capitulo estd dedicada al problema de la
localizaciéon de coalgebras.

El capitulo 3 trata sobre la cohomologia de una clase de coalgebras coconmutativas,
que son las que hemos denominado suaves. Se obtienen resultados andlogos a los que
caracterizan la homologia de Hochschild de algebras suaves en términos del dlgebra ex-
terior en los diferenciales de Kdhler (Teorema de Hochschild - Kostant - Rosenberg).

En el capitulo 4 damos la definicién de cohomologia ciclica de codlgebras. Alli se anali-
zan ejemplos y se estudian propiedades de esta teoria, en particular su relacién con Hoch”
y su invariancia por equivalencias de categorias de comdédulos.

En el capitulo 5 se extiende lo realizado en las secciones precedentes al caso de codlge-
bras no necesariamente counitarias.

Con el objetivo de poder reemplazar una coalgebra dada C por un modelo de C (y en
consecuencia los comédulos sobre C' por comédulos sobre el modelo de C), a partir del
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capitulo 6 comienza el estudio de objetos diferenciales graduados. Se dan alli las defini-
ciones de este tipo de objetos. Aparecen entonces naturalmente la categoria de homotopia
H(C) y la categoria derivada D(C).

Los capitulos 7 y 8 tratan del estudio de la categoria derivada D(C') y D(C)*. Se define
una subcategoria plena de la categoria de homotopia H(C) que resultara equivalente a
D(C)* y cuyos morfismos son més manejables que los de D(C'). Esta subcategoria, en el
caso de un dlgebra A, es la categoria de objetos cerrados de H(A), es decir, aquellos objetos
de H(A) tales que todo quasi-isomorfismo que lo tiene como dominio es una equivalencia
homotépica. En el contexto de las codlgebras, existen dos formas de definir un objeto ce-
rrado, una de ellas a través del Hom (“cerrado”) y otra a través de la resolucién standard
(“serrado”). Para caracterizar la categoria derivada, la nocién de cerrado tiene tautolégi-
camente buena relaciéon con el Hom mientras que la definicién a través de la resolucién
standard muestra que existen suficientes serrados. La ambigiiedad de contar con dos po-
sibles definiciones de objeto cerrado desaparece cuando se demuestra (bajo hipétesis de
acotacion de los complejos) la equivalencia entre cerrado y serrado, lo que permite carac-
terizar la categoria derivada de una codlgebra diferencial graduada. Teniendo una buena
nocién de objetos cerrados se demuestra el Teorema 7.24, que da una caracterizaciéon de
las equivalencias derivadas entre las categorias de comédulos. El teorema 7.26 muestra
a partir de esta caracterizacién, que un quasi-isomorfismo entre codlgebras diferencia-
les graduadas induce una equivalencia entre las categorias derivadas de las respectivas
categorfas de comédulos.

Se estudia bajo qué condiciones el funtor X[Jo— tiene un adjunto a izquierda (en el
caso diferencial graduado) y cudndo el funtor derivado de éste da una equivalencia, ob-
teniéndose resultados mas completos (Teorema 7.32 y Corolario 8.9) para el caso de dos
coalgebras concentradas en grado cero. A partir del Corolario 8.13, se demuestra un teo-
rema de invariancia de Hoch®. Finalmente en el capitulo 9 se extienden las teorias de
cohomologia al caso diferencial graduado y se prueban teoremas de invariancia.
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1. Coalgebras

1.1. Codlgebras

Una codlgebra puede ser definida en cualquier categoria monoidal. Dada una cate-
goria monoidal (C,®) con objeto unidad % respecto de ®, una codlgebra, o mejor dicho
una k-codlgebra, es un objeto C' en C junto con dos morfismos A : C — C®@Cye: C — k
tal que los siguientes diagramas son conmutativos:

(coasociatividad) C 2 .0xC (counidad) CeC% e
lA | lidm lme N
coc"Fcecec C@k C

Si C'y D son dos codlgebras en una categoria monoidal (C, ®), diremos que un mor-
fismo f : C'— D enla categoria C es un morfismo de codlgebras en caso de que Ap o f =

(f @ f)oAc.

Ejemplos: Los ejemplos fundamentales de categorias monoidales que manejaremos en
este trabajo son los siguientes:

1. La categoria Vec;, de espacios vectoriales sobre un cuerpo k con ® = ®y, o la cate-
goria ymod de médulos sobre un anillo conmutativo £ (o de bimédulos simétricos)
con ® = Q.

2. Lacategoria yVec; de espacios vectoriales sobre un cuerpo k que sean Z-graduados
con el producto tensorial (sobre k) graduado.

3. Lacategoria I/.L.C. de C-espacios vectoriales localmente convexos completos con el
producto tensorial ® = ®,, donde ®, denota la completaciéon del producto tensorial
algebraico ®¢ con respecto a la topologia proyectiva.

Como resultado de la definicion general, los ejemplos de categorias monoidales dados
anteriormente dan lugar a la nocién de codlgebra usual para (Vecy, ®;), de codlgebra
graduada para (7Vecy, @) y de codlgebra topoldgica para (E.L.C., ®,).

Como ejemplos mas concretos de codlgebras, si A es una k-4lgebra unitaria de dimen-
sién finita sobre un cuerpo k, entonces A* = Homy(A, k) es una codlgebra con los mor-
fismos adjuntos de la multiplicacion m : A® A — Aylaunidadn : k — A.Si A es una
k-algebra de dimension arbitraria, la construccién (—)° o dual restringido (ver [Sw 69])
da origen a una codlgebra de manera analoga al dual. Si A es una k-4lgebra graduada,
A =@,7A4, ycada A, es un k-espacio vectorial de dimension finita, entonces @, 7 A es
una coalgebra graduada, con el morfismo (grado a grado) adjunto al de la multiplicacién.

Si X es un espacio topolégico, entonces H, (X, k) (el k-mddulo Z-graduado dado por
la homologia singular de X a coeficientes en k) es una k-coalgebra graduada cuyos mor-
fismos de estructura estan dados por el inducido por el morfismo diagonal X — X x X
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(mas la identificacién del teorema Eilemberg-Zilber H,(X x X) = H,(X) ® H, (X)) y el
morfismo constante X — * (donde * denota el espacio topolégico formado por un tinico
punto).

Si X es una variedad suave compacta y D(X) son las distribuciones (complejas) sobre
X, ie. D(X) := C*(X) con la topologia fuerte del dual (que es una topologia nuclear),
de manera analoga al ejemplo anterior, la identificacién D(X)®D(X) = D(X x X) (ver
por ejemplo [Tre 67]) junto con el morfismo diagonal X — X x X y la funcién constante
proveen a D(X) de una estructura de C-coalgebra topologica.

Si G es un grupo de Lie (de dimensién finita) entonces C*°(G) es una coalgebra to-
poldgica con la estructura dada por la multiplicacién junto a la identificacién

C®(G x Q) = C®(G)RC™(G);
mas precisamente, si f € C*°(G), se define

A(f)(,y) = f(ey), e(f):=f(la).

Si G es un grupo cualquiera, entonces k[G] (el dlgebra de grupo con coeficientes en
k) ademds de una estructura de édlgebra tiene también una estructura de codlgebra, la
comultiplicacién estd dada por la diagonal junto con la identificaciéon

kG x G] = k[G] ® k[G),

mas precisamente

A (Z )\g.g> = Ag®yg,

gelG gelG

y la counidad estd dada por el morfismo constante 1, mas la identificacion k[{1s}] = &,

en formulas
€ (Z )\g.g> = Z)\g.

geG geG

Como la diagonal G — G xG'y el morfismonulo G — {1} son morfismos de grupo, tanto
A como € son morfismos de dlgebra, k[G] es en realidad lo que se llama una bidlgebra
pues es a la vez algebra y coalgebra y sus dos estructuras son compatibles.

Otro ejemplo: Si bien la nocién de bidlgebra pueda parecer una estructura bastante par-
ticular, ésta da origen a toda una clase de ejemplos de categorias monoidales, que es el
lugar en donde se encuentran las coélgebras.

Sea H una bialgebra, para fijar ideas supongamos que H es una bialgebra en la cate-
goria (Vecy, ®y) (con la trenza usual de permutacién). Entonces la subcategoria de Vec,
dada por los H-moédulos es monoidal, tomando como ® de nuevo ®;. Para ver esto, lo
tnico que hace falta verificar es que si M y N son dos H-médulos, entonces M & N
también es un H-moédulo de manera tal que valgan las propiedades de asociatividad
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(M7 ® My) ® My = M; ® (My ® M), isomorfismo de H-médulos) y unidad (k es un
H-médulo y ademés M @ k = M = k ® M como H-médulos). Dados M y N dos H-
modulos, se define sobre M @ N la siguiente accién de H:

h.(m®n) := Z hi.m ® hg.m
(h)
endondeh € H, m € M, n€ Ny >, hi ® hy es una escritura de A(h).

Por el momento no nos detendremos mads en este tipo de ejemplos, lo que agregaremos
es que esta definicién de accién puede ser dadas en términos de diagramas de la manera
siguiente como la composicién de los siguientes morfismos k-lineales:

Ho(MeN)—2 gogeMeN . FoMeHe®N
i/ﬁu@ﬂN
M®N

en donde los p’s son los morfismos de estructura y 7 es el morfismo que intercambia
el orden de los factores en el producto tensorial. Para obtener entonces una categoria
monoidal a partir de las representaciones de una bidlgebra, la estructura extra que debe
tener la categoria monoidal de origen es un morfismo 7 : X ® Y — Y ® X para cada
par de objetos X, Y. Naturalmente este morfismo debe cumplir ciertas condiciones para
que la accién definida segtn el diagrama anterior sea verdaderamente una accién. La
nocién de categoria trenzada (C,®,7) donde (C,®) es una categoria monoidal y 7 es una
transformacién natural que a cada par de objetos X, Y € C le asigna un morfismo 7x y X ®
Y — Y ® X que verifica el diagrama de trenzas, es justamente la que surge de esta idea,
ver por ejemplo [Mont 93].

Otro ejemplo de bidlgebra: Sea g una k-algebra de Lie. Entonces el algebra envolvente
U(g) es una bialgebra, la comultiplicacion estd dada por extender multiplicativamente la
formula A(z) :=2® 1+ 1®z donde z € g C U(g) y la counidad proviene del morfismo
g — 0. La categoria de g-médulos es equivalente a la categoria de U/(g)-médulos y es
entonces otro ejemplo de categoria monoidal.

1.2. Comoddulos

La definicién de comddulos viene siempre inmediatamente después de la definicién
de codlgebra, asi como la nocién de médulo (o de representacion) viene junto a la nocién
de anillo.

Contando con una categoria monoidal (C,®) y un objeto C' € Obj(C) que sea una
codlgebra, un comoédulo (a izquierda) es un objeto M de la misma categoria C junto con
un morfismo de estructura p~ : M — C' ® M que verifica las siguientes dos condiciones
de coasociatividad y counitaridad:



p

(coasociatividad) M CoM (counitariedad) M—2-CeM

e N

COM—CxCM k& M

Andlogamente se definen comédulos a derecha (la convencién para el morfismo de es-
tructura en este caso es llamarlo p™).

Si f: M — N esun morfismo en C entre dos C-comédulos, diremos que f es un
morfismo de comédulos en caso de que el siguiente diagrama sea conmutativo:

f

M N
J/PM A iﬂN
CoM“ognN

Denotaremos por Com¢ (M, N) al conjunto de morfismos de C-comédulos de M en N.

Llamaremos “M (resp. M) a la categoria de C-comédulos a izquierda (resp. a dere-
cha).

Si C'y D son dos codlgebras y M es un C'-comoédulo a izquierda y D-comddulo a dere-
cha, diremos que las dos estructuras son compatibles (o que M es un C-D-bicomdédulo) en
caso de que p~ sea morfismo de D-comddulos, o equivalentemente que p™ sea morfismo
de C-comoddulos, lo cual se escribe mediante el siguiente diagrama conmutativo:

ot

M M&D
P ip‘ ®id
id®p™
COM—CeM®®D

De la definicién de codlgebra se sigue que toda coalgebra es comédulo sobre si misma,
tanto a derecha como a izquierda, tomando p* = p~ = A. La coasociatividad implica que
las dos estructuras son compatibles.

Si C es la categorfa de k-espacios vectoriales y C' es una k-coélgebra, entonces C'? es
una coalgebra, con comultiplicacién A% definida por A% := 7o A. La categoria “ M se
identifica con M. Si C'y D son dos k-codlgebras, entonces C ® D es una k-codlgebra,
la categoria de C-D-bicomédulos se identifica con la categoria de C' ® D?’-comdédulos.
En particular, los espacios vectoriales que son simultaneamente C-comédulos a derecha
y C-comoédulos a izquierda con coacciones compatibles se identifican con los C' ® C-
comodulos; denotaremos en el futuro C¢ := C @ C.

Como ejemplos basicos, si A es una k-algebra de dimensioén finita y N es un A-médu-
lo a derecha, entonces N* = Homy(N, k) es un A*-comoédulo a izquierda tomando como
morfismo de estructura al adjunto a la multiplicacién m : N ® A — N junto a la identifi-
cacion A* @ N* = (N ® A)*.



Casi reciprocamente, si C' es una k-codlgebra (sin importar si es o0 no de dimensién
tinita), entonces C* siempre es un dlgebra tomando como multiplicacién a la composicién
de la flecha natural C* ® C* — (C' ® C)* con la adjunta de la comultiplicacién A* : (C' ®
C)* — C*. De la misma manera, si M es un C-comoédulo (a izquierda) entonces M* es un
C*-moédulo (a derecha). Por otro lado, M mismo es un C*-moédulo a derecha, definiendo
m.¢ = ¢(m_1)mp donde ¢ € C*, m € My m_; ® my = p_(m) (signo de sumatoria
sobre-entendido). De cualquier manera, no todo C*-mdédulo a derecha ‘provienen’ de C-
comoédulos a izquierda, por ejemplo todo C-comédulo es limite directo de subcomédulos
de dimension finita, y esta aseveracion no tiene por que ser cierta para un C*-médulo
a derecha en general. Los C*-médulos que son C-comédulos son los llamados mdédulos
racionales.

Consideremos como codlgebra a k[G] donde G es un grupo cualquiera. Si M es un k-
espacio vectorial con una G-graduacion (i.e. M = @,eeM,, suma directa como k-espacio
vectorial) entonces M es un k[G]-comédulo definiendo A(m) = >° ;g ® my en donde
m =), cqMy es la escritura que da la descomposicion de acuerdo a la G-graduacion de
M (notar que aunque G fuera eventualmente infinito, la suma anterior siempre es finita).
Reciprocamente todo k[G]-comédulo es exactamente un k-espacio vectorial G-graduado
pues sim € M entonces A(m) se escribird de manera tinica como una suma de elementos
de la forma g ® m,, y esto da una graduacion. Es sencillo verificar que las construcciones
son reciprocas.

Si G es un grupo de Lie y X es una variedad suave provista de una accién suave de
G, entonces C*°(X) es un C*°(G)-comoddulo identificando como siempre C*(G x X) =
C™(G)RC*(X).

Si C' es una coalgebra en la categoria de espacios vectoriales sobre un cuerpo k, enton-
ces la categoria “ M de C-comddulos es una categoria abeliana, mas adelante le aplicare-
mos la construccién de Verdier y consideraremos su categoria derivada D(° M). Llama-
remos D(C') a la categoria D(° M).

Antes de finalizar esta seccién comentaremos algunas propiedades bésicas del Hom
en la categoria “ M pues serdn propiedades e invariantes que se generalizaran a las cate-
gorias de homotopia y derivada.

Si C es una codlgebra en una categoria monoidal (C,®), M un C-comédulo y V' un
objeto cualquiera de C, entonces C' ® V' es un C-comédulo con morfismo de estructura
p~ = A ® id. Estos comédulos jugardn un rol especial, pues a partir de la siguiente pro-
piedad con respecto al C'om resultan C-inyectivos relativos a C. Se tiene una biyeccién
natural:

Come(M,C @ V)= Home(M,V)

Las aplicaciones son:

» dada f : M — C ® V morfismo de C-comddulos, se le asigna (e @ id) o f : M —
EeoV =V.



» dada g : M — V un morfismo cualquiera en C, se le asigna (id ® g)p,;.

La verificacién de que son aplicaciones inversas es idéntica al caso en que (C,®) =
(Vecty, ®4), s6lo hace uso de los axiomas que definen la categoria “ M a partir de C. Como
consecuencia, si V' es un objeto inyectivo en la categoria C, entonce C' ® V es inyectivo en
la categoria “ M.

En el caso particular de codlgebras sobre un cuerpo k, tenemos que Com¢(C,C) =
Come(C,C®k) = Homy(C, k) = C*, pero mas aun, es claro que Com¢(C, C) es un dlgebra
con la composicion, por otro lado, si C' es una k-coalgebra, C* es una k-algebra, y cabe
preguntarse si el morfismo de adjuncién es un morfismo de algebras, y la respuesta es si,
puessi f,g: C — C son morfismos de C-comédulos y ¢ € C, entonces

(€0 f) x (€0 g)(c) = e(f(cr))e(g(ca)) =

= c(flaeg(e))) = e(f((ld@ €) (a1 ® g(c2)))) =
— e/ ((id® YA (g(e)) = €/ (9(0)) =
=eo(fog)(c)

Si nos proponemos calcular Comee(C, C), es claro que Come.(C,C) C Come(C,C) =
C* y ademas es una subdlgebra, de hecho, bajo la identificacién Comq(C, C) = C* resulta
Comee(C,C) = Z(C*). Para esto consideremos f : C' — k y veamos qué condiciones
aseguran que el correspondiente morfismo de comédulos a izquierda f' = (id ® f)A
C — C sea también morfismo de C-comdédulos a derecha:

Siff=(d® f)A: C — C es un morfismo de C-comddulos a derecha, entonces
(f'®id)A = Af', en notacion de Sweedler, dado un ¢ € C' tenemos la igualdad

c1f(c) ®es =c1 ® caf(cs)

lo cual implica (aplicando € a la izquierda) que

f(c1)ea = eif(ca)

Si ahora g : C' — k es un elemento cualquiera de C*, aplicando ¢ a la igualdad anterior
tenemos que

g (f(cr)ex) = fler)g(ca) = g (c1f(ea)) = glcr) f(ca)

oseaque f*g = gx* f,porlo tanto f € Z(C*). Ver reciprocamente que si f : C' — C' es un
morfismo de C°-comdédulos entonces eo f € Z(C*) es también consecuencia de un calculo
inmediato, pues por la condicién de colinearidad a derecha e izquierda de f tenemos que
para cualquier ¢ € C vale la igualdad

c1® f(e2) ® ez = fe)h @ f(c)a ® f(c)s

Aplicando € en el medio, obtenemos la igualdad

erflea) @ e = f(e)1 @ f(c)a



donde f := ¢ o f. Vemos entonces que o bien aplicando € a la derecha o bien aplicando
€ a la izquierda, en ambos casos del lado derecho de la ecuacién obtenemos f(c), lo que
implica que

~ ~

f(cl)CQ = le(Cz)

y esta condicién hemos visto anteriormente que implica que fez.



2. Los funtores Hoch*y H*

Sea C una coédlgebra en la categoria de espacios vectoriales sobre un cuerpo fijo k. En
lo que sigue, escribiremos ® por ®, y Hom(—, —) por Hom(—, —). En [Doi 81], Doi define
dos teorias de cohomologia asociadas a una coalgebra C'y a un bicomédulo M por medio
de complejos standard, estos complejos son los siguientes:

Crocn(M, C) = M b MeC

M @ C*®?

Cy(M,C):= Hom(M, k) —~ Hom(M, C) —%~ Hom(M, C®?)L—
donde b : M @ C®" — M ®@ C®"! esta definida por

(MR ®...0¢)=p (MR ®...Qcy+

+Z Ym@e®.. QA ® ... @+ (—1)" M p (M) Q1 @ ... D cy)

En esta féormula t : C @ M @ C®"*' — M @ C®"*2 es el morfismo que coloca el pri-
mer factor del producto tensorial en el altimo lugar. El diferencial del segundo complejo

estd definido por
d: Hom(M,C®") — Hom(M,C®"*1)

d(f)(m) = (f @ id)p*(m) + Z )+ (1) (id @ f)(p~(m))

donde Aj(c1 ® ... ®¢c,) =1 ® ... A(¢;) ® ... R ¢y.
Por definicién, Hoch*(M,C) = H*(Croer (M, C)) y H*(M,C) = H*(Cy (M, C)). Notare-
mos también Hoch*(C') = Hoch*(C,C) y H*(C) = H*(C,C).

Ejemplo: Hoch®(M,C) = {m € M | pt(m) = tp~(m)}, es decir que Hoch® mide la
cosimetria de M. En el caso M = C, Hoch®’(C') = C siy sélo si C' es coconmutati-
va. Notemos que en el caso de que C sea coconmutativa, tomando los complejos pa-
ra M = C, tanto para Hoch" como para H*, el primer diferencial es nulo, en ese caso
HQC)={f:C—-C/Af=(f®1+1® f)A}, es decir, las coderivaciones de C en C.
En el caso general, la imagen del primer diferencial del complejo Cy(C,C') no tiene por
que ser nulo, los elementos del Hom(C, C') que estan en la imagen de este diferencial son
precisamente las coderivaciones que se llaman interiores, se tiene entonces siempre que
HY(C) = Coder(C)/Inn(C).

En el mismo trabajo [Doi 81], Doi da una caracterizacién de estas dos teorias de coho-
mologia en términos de funtores derivados, que es la siguiente:

Hoch*(M,C) = Cotorg.(M,C)



H*(M,C) = Extt.. (M, C)

donde C° = C' ® C es la llamada codlgebra envolvente y se ha identificado la categoria
de C-bicomédulos con la de C°-comoédulos. El bifuntor Ext.(—, —) no necesita mayor
presentacion, el funtor Cotorf..(—, —) es por definicién el funtor derivado del producto
cotensorial —[Jce—. La razén por la que la mencionada caracterizacion en términos de
funtores derivados es vélida es que en la categoria de comédulos, existe una resolucién
standard que es la proveniente de la adjuncién:

Come(M,C @ V)= Hom(M,V)

Esta adjuncién da lugar, para cada C-comédulo M, a un complejo standard cuyo diferen-
cial se denota b':
b=pt

M*)M@)Ci)M@C@Qb/*)...
Vim®@eo®...0c¢,) ::p+(m)®cl®...®cn+Z(—1)im®cl®...®A(ci)®...®cn
i=1

Este complejo es exacto pues tiene como homotopia de contraccién a (—1)"id ® € : M ®
C®" — M ®@ C®"~1. Como en la categoria de espacios vectoriales todo objeto es inyectivo,
se sigue que C' ® V' es un objeto inyectivo en la categoria de C-comdédulos, por lo tanto
la resolucion standard es una resolucién inyectiva. Tomando esta resolucién inyectiva en
particular para calcular Hoch* o H* se llega al complejo standard definido por Doi.

En el caso de trabajar con una codlgebra sobre un anillo que no es necesariamente un
cuerpo, Hoch* no tiene porque ser un Cotor, y H* no tiene porque ser un Ezt, pues no
todo médulo sobre el anillo de base tiene que ser inyectivo. Sin embargo, la resolucién
standard sigue siendo exacta, y los objetos son inyectivos relativos a los morfismos k-
split, por lo tanto, en el caso general, Hoch* y H* son funtores derivados relativos. En
el caso topolédgico sucede el mismo tipo de fenémeno, si se toma como definicién de
Hoch* y de H* la misma que la dada anteriormente, sustituyendo ® por R,, entonces
estos funtores son un C'otor y un Ext relativos a los morfismos que sean (continuamente)
split, sin embargo, para cierto tipo de espacios en [F-S 98b] demostramos que Hoch" y
H* son funtores homolégicos con respecto a sucesiones exactas cortas topoldgicas que no
sean necesariamente C-split.

2.1. Invariancia Morita - Takeuchi

Una de las propiedades fundamentales de estas dos teorias de cohomologia es la si-
guiente:

Teorema 2.1. Sean C'y D dos k-codlgebras tales que existen bicomédulos o Pp y p(Q)¢ verificando
POpQ = CyQUcP = D (isomorfismos de bicomddulos). Entonces, para todo C-bicomédulo M

Hoch*(M,C) = Hoch*(QOcMOc P, D)



H*(M,C) = H*(QOcMOcP, D)
En particular H*(C) = H*(D) y Hoch*(C) = Hoch* (D).

Observacién: Es sabido, después de Takeuchi [Tak 77a] que dadas dos k-codlgebras C
y D, toda equivalencia entre C-comédulos y D-comédulos esta dada por un par de bi-
comoédulos como los del enunciado del teorema. La dltima frase del enunciado del teore-
ma anterior puede re-escribirse de la siguiente manera: sean C'y D dos k-codlgebras tales
que M = P M como k-categorias, entonces Hoch*(C) = Hoch*(D)y H*(C) = H*(D).

La primera demostracién de este hecho ha sido dada en [F-S 98a], no la reproducire-
mos aqui, tan sélo la comentaremos. La demostraciéon de la invariancia se basa en que
las equivalencias de categorias son funtores exactos y preservan objetos inyectivos, por lo
tanto, envian resoluciones inyectivas en resoluciones inyectivas. Partiendo de una resolu-
cién inyectiva de C' — X, como C°-comdédulo, aplicando el funtor QU¢ — O P se obtiene
una resoluciéon de D = QUoCOcP — QU X,OcP como D¢-comoddulo; utilizando esta
resolucién en particular se tiene

H*(M,C) = Extt(M,C) = H*(Homee (M, X,)) =

~ H*(Hompe(QOcMOc P, QOcX,0cP)) = Exth. (QOc MO P, D) =
= H*(QOcMOcP, D)

Para Hoch*, los argumentos son similares. Notar que en la demostracién que acaba-
mos de realizar, lo tinico que utilizamos es que exista una equivalencia de categorias
F : C°-comod= D°-comod tal que F'(C) = D, en ese caso, lo que se demuestra es que
H*(M,C) = H*(F(M), D). Ejemplos de codlgebras en las que se dan estos fenémenos son
las llamadas coalgebras de Azumaya; en el mismo trabajo [F-S 98a] estudiamos también
estas codlgebras desde el punto de vista cohomolégico. Sefialamos que como la demostra-
cién de la invariancia de Hoch* es sutilmente diferente, las hip6tesis més débiles para de-
mostrar la invariancia también son sutilmente diferentes. Remitimos al lector a [F-S 98a]
para los detalles sobre este punto.

Observacién: Si escribimos H*(C') = @,>0Extg.(C, C), vemos que con el producto de ex-
tensiones, H* es un algebra graduada. Si F' : C°-comod— D*“-comod es una equivalencia
entonces induce isomorfismos Eztp.(C,C) — Ext}h.F(C), F(C)), y es claro que el iso-
morfismo inducido por F respeta la multiplicacién de extensiones, luego el isomorfismo
Eaxtf.(C,C) = Ext}).(F(C), F(C)) es multiplicativo. Como consecuencia obtenemos la si-
guiente afirmacién: sean C'y D dos k-coalgebras equivalentes Morita-Takeuchi, entonces
se tiene un isomorfismo de algebras graduadas H*(C') = H*(D).

10



2.2. Ejemplos de cédlculos
2.2.1. (co)Algebras de dimensién finita

Sea C' una k-codlgebra tal que dim(C) < oo, llamemos A al dlgebra C*. En este caso,
por ser A de dimensién finita, A* se identifica con C, veremos entonces la relacioén entre
Hoch*(C,C), H*(C,C), H.(A,A) y H*(A, A).

Proposicion 2.2. Si C es una k-codlgebra de dimension finita y si A = C*, entonces
Hoch*(C) = H.(A, A)"

H*(C,C) = H*(A, A)

donde la H del lado derecho de las igualdades denota la homologia y cohomologia de Hochschild de
dlgebras.

Demostracién: Demostraremos los isomorfismos al nivel de los complejos standard. Co-
mo C, y por lo tanto C®" son de dimensién finita para cada n € N, entonces la aplicacién
de Hom(C,C®") en Hom(A®", A) dada por f — f* es un isomorfismo de espacios vecto-
riales, habiendo identificado (C®")* = (C*)®" = A®™.
Llamemos como siempre:
A C® — cF it
OR..Q0—®...Alg)®...Qc¢,
m; : AP A®n
a1®...®an+1r—>a1®...®aiai+1®...®an+1

Dada f : C — C®", calculemos (b(f*))* y veamos que es igual a bgoen(f):
Como (b(f*))* : (A®"*1)* — A*, dado ¢ € A*, (b(f*))*(c) € (A®"T1)*, aplicamos enton-
ces este elemento a un producto a1 ® ... ® a,4;1.

G (N1 © ... @ an) = c(b(f )1 ® ... ®apa)) =

n

= c(al.f*(ag ®X...Q0 anH)) +c <Z<—1)lf*(a1 X...Q A; Qi1 ®X...Q0 Canrl)) -+
e (1) (a1 ® ... @ ap)ansr) =
< (id® f*) +Z ) ffm 4+ (=1)"'m (f*®id))(a1®...®an+1)>

evaluando, tenemos que la ultlma expresion es igual a

<((zd®f A+Z YA+ (— )”+1(f®id)A)*(a1®...®an+1)> =

11



¢ (broen(f)* (a1 ® ... ® any1)) =
= (brocn(f)" (a1 ® ... @ any1)) (c) =
=(@m®...0 an+1) (broen (f)(c)) =
= (broen(f)(¢)) (a1 @ ... © A1)

Como esto es cierto para cualquier elemento (a1 ® ... Q ant1), entonces byoen(f)(c) =

(b(f*))*(c) para todo ¢, luego (b(f*))* = brocn(f)-
El caso de Hoch*(C, C') es mas facil, llamando

T:C% — C%"
AR..0c+— (—1)"e®...0¢,® ¢
t: AP A%®n
G R..Qa,+— (—1)"a, Qa1 Q... a,_1

resulta claramente que ¢t = T*,T = t* y obviamente m; = A y A; = m}, luego b}, = by
b* = bpoen, por lo tanto Hoch*(C,C) = H.(A, A)*y H.(A, A) = Hoch*(C,C)*.

2.2.2. La coalgebra tensorial 7V

Sea V un k-espacio vectorial de dimension finita, consideramos el espacio vectorial
TV = @,>0V®", pero en vez de mirarlo como algebra, lo dotamos de una estructura de
coalgebra (graduada) a través de la comultiplicacion

ATV -TVRTV

(U1, ..., 0,) — Z(vl, ce ) @ (Vigy - e, Up)
=0
donde, por convencién, vy = v, = 1, v; € V,y (vq,...,v,) € V" C TV. El célculo
de Hoch*(TV) y H*(TV) (donde no consideraremos la graduacién de la codlgebra T'V)
se basa en la existencia de una resolucién inyectiva pequefia para este caso en particular.
Los resultados que aqui expondremos fueron publicados en [F-S 98a]

Lema 2.3. (Lemma 2.8 de [F-S 98a]) El siguiente complejo es una resolucién inyectiva de TV
como TV -bicomddulo.

0 TV —2TVQTV —%TVe VTV —=0

donde d estd definida por:
dl®1)=0
Al ®@w;..w,) =1 ® w; @ ws...w,
dvi.. 0, ®1) = —v1..01 QU ® 1
d(v1...v @ W1.. W) = V..V @ W] @ Wa... Wy — V1. V1 @ Vg @ Wy...W,

convi,w; €V, 1<i<kyl<j <.
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La demostracién completa se encuentra en [F-S 98a], aqui comentaremos los puntos
principales.

Es claro que, salvo en lugar cero, los bicomédulos son T*¢-inyectivos, a mano se de-
muestra que dA = 0y que d es morfismo de T'V-bicomédulos. Para probar la exactitud,
se define la homotopia de contraccién:

ho=1d®ec¢:TVRTV - TV

hi :TVRVTV =TV TV
k

hi(v1..0p @ @ wy...w,) = 5 V1.0 @ Vjyq... UpTWY ... Wy
=0

donde v;,z,w; € V,1<i<kyl<j<r.

Como corolario, se tiene que para cualquier 7'V -bicomédulo M:

Corolario 2.4. Dado un TV -bicomédulo M, para todo n > 2:
H™(M,TV) = Hoch™(M,TV) = 0
Para el caso particular de M =TV

Corolario 2.5. Si dimy (V') > 2 entonces
H(TV,TV) =k

Hoch®(TV,TV) =TV?
HY(TV,TV) = Coder(TV)/Inn(TV)
Hoch'(TV,TV) =TV,

donde TV = @, V" y V" son los invariantes de V" bajo la accion de 7./ Z,, (el generador
o de Z)Zy, actiia en V" por la formula o (vy...v,) = 0,01...05-1).

Observacion: Si dimy (V') = 1, elegimos un generador z, V = k.x y TV = k[z]. Férmulas
andlogas a las de TV valen pero ahora Z, actta trivialmente sobre (kz)®", luego

H'(k[x], k[z]) = Homy(k[x], k.x) = k[2]* .2
Hoch® (k[x], k[z]) = k[z]

(k[x] es coconmutativa),

Hoch'(k[z], k[z]) = k[z] ® k.o = k[x].
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2.2.3. La coalgebra coconmutativa sh(V)

Sea V' un espacio vectorial de dimension finita, con base {xy,...,z,}. Paracada i, 1 <
i < r, consideremos el espacio vectorial k[z;,] = T'(k.z;) = @,>ok.z}. La estructura de
coalgebra estd definida como en el ejemplo anterior:

A(z}) = fo ® 2k
k=0

Por definicién, sh(V) = sh(kzy @ -+ @ k.x,) = k[z1] @ k] @ ... @ klx,].

El caso r = 1 es el tnico en que coincide con el ejemplo anterior, pues esta codlgebra
es siempre coconmutativa, el cdlculo de su cohomologia es sencillo, después de haber
demostrado la siguiente proposicion:

Proposicién 2.6. Sean C'y D dos k-codlgebras, entonces
Hoch*(C ® D) = Hoch*(C') @ Hoch*(D)

Demostracién: Sea C' — X, una resolucién C-inyectiva de C'y sea D — Y, una resolu-
cién D¢-inyectiva de D. Por la férmula de Kiinneth, C ® D — X, ® Y, es una resolucion,
ademds, como en cada grado X,, (resp. Y;) es un sumando directo de un C*-comédulo
del tipo (C¢) (resp. de un D*-comédulo del tipo (D)), entonces X,, ® Y, es un su-
mando directo de un comédulo del tipo (C¢)) @ (D)) = ((C @ D)¢)*7), por lo tanto
(C® D)*-inyectivo. Como (X, ® Y. ), = Bpte=nXp®Y,, entonces (X, ®Y,), es un comoédu-
lo (C ® D)*-inyectivo, y resulta asique C ® D — X, ® Y, es una resolucién inyectiva.
Tomando esta resolucién inyectiva en particular, obtenemos que

Hoch*(C ® D) = H*((X, ® Y.)Oicop)C ® D) = H*((X.0cC) @ (Y.Ope D)) =
~ H*(X,OcC) @ H*(Y.Ope D) = Hoch*(C) @ Hoch* (D)

Por lo tanto, Hoch*(sh(V')) es, en cada grado n, un sh(V')-comédulo isomorfo a sh(V)(?').

2.2.4. El dual restringido k[x]°

Suponemos para este ejemplo k = k, o sea, k un cuerpo algebraicamente cerrado, y
suponemos también que tiene caracteristica cero. Es sabido que otra manera de presentar
el ejemplo precedente, es decir que sh(V') es la componente irreducible que contiene a e
de k[V]°, por lo tanto, no sera sorprendente que para este ejemplo utilicemos los célculos
anteriores. Es bien sabido que k[z]° puede identificarse con la subdlgebra de k[|s|] de se-
ries formales generada por los polinomios y las funciones exponenciales. A su vez, esta
subélgebra (que es un élgebra de Hopf, donde cada exponencial es un elemento group-
like) es una suma directa k[2]° = k[s, e*]xex = Dacrk][s].e*®. Utilizando el corolario 5.7 del
teorema de escision 5.5 de la seccién 4, sabemos que si C' = @;c;C; es una suma directa
de codlgebras, entonces Hoch™(C') = ®;crHoch*(C;), luego

Hoch* (k[2])° = @aer Hoch™ (k[s]).e** = Hoch*(k[s]) ® k[(k, +)].
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2.3. Las distribuciones D(X), un ejemplo topolégico

Aqui calcularemos la version topolégica de Hoch* para la codlgebra topolégica D(X )=
distribuciones sobre una variedad diferenciable compacta X.

Si X es una variedad suave compacta, Connes [Co 85] prueba que existe una resolu-
cién de C=(C) como C®(X x X) = C*(X)®C>(X)-médulo formada por médulos £’
que son C(X x X)-proyectivos de tipo finito, tales £’ @cee(xxx) C(X) = Q(X), y el
diferencial dp+ ® id es nulo. Més atn, la resolucién que obtiene es C-split.

Como la resolucién es C-split (con splitting continuo), entonces la sucesién ((E£*)', d')
es también C-split, y por lo tanto exacta (aqui el funtor (—)" denota el dual continuo).
Como los E" son proyectivos de tipo finito, entonces son sumandos directos de C*(X x
X)" para algtin n € N, luego se sigue que (E')" es un sumando directo de D(X x X)"y
por lo tanto son D(X x X) = D(X)otD(X)? inyectivos, y ademds

(Ei)/DD(XxX)D(X) = (C™(X) ®@cs(xxx) E"

(la finita generacion de E* es esencial para la validez de este isomorfismo) y el diferencial
es el traspuesto de d ® id, que era cero. Concluimos entonces que

Hoch™(D(X)) = HH,(C* (X)) = (Q"(X)) = Qpx)
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2.4. Localizacion

La localizacién de codlgebras es una construcciéon que fue llevada a cabo por Takeuchi
en [Tak 77a] para codlgebras sobre un cuerpo con topologia discreta y espacios vectoria-
les topolégicos con topologias lineales. En [F-S 98b] hemos realizado las construcciones
correspondientes para el caso de k = R o £ = C y topologias localmente convexas, con
miras al ejemplo de la codlgebra D(X) de distribuciones sobre una variedad diferenciable
real compacta X. El principal problema de la construccién de la localizacién es que nos
posiciona en una categoria de espacios topolégicos, atin cuando se haya comenzado con
una codalgebra ‘usual’.

Antes de dar la construccién de la coalgebra localizada, la pregunta bésica es ;con
respecto a qué subconjuntos se localiza? En el caso de dlgebras, dada un 4lgebra A, un
subconjunto multiplicativo S C Z(A) puede verse o bien como un subconjunto de Z(A),
o bien como un subconjunto de los morfismos Hom 4c(A, A), més aun, los elementos de
S dan, para cada A-médulo M, un subconjunto de los endomorfismos de M. La locali-
zacion, en el contexto de algebras y médulos, es un funtor de la categoria de A-mod en
la categoria de Ag-mod que transforma los elementos de S en isomorfismos de la cate-
goria de Ag-mod, y ademads, este funtor es universal con respecto a todos los funtores
A-mod— B-mod con esa propiedad.

Volviendo a las coalgebras, hemos visto en la secciéon 1 que los endomorfismos de una
coalgebra C' (vista C' como C-comdédulo a izquierda) estan en correspondencia 1-1 con el
algebra dual

Come(C,C) =C"

freof

y bajo esta identificaciéon, Come.(C,C) = Z(C*).

Luego, los subconjuntos multiplicativos de los endomorfismos de C' se correspon-
den con los subconjuntos multiplicativos del algebra Z(C*), por lo que la respuesta a
la pregunta anterior ahora es clara. Los subconjuntos multiplicativos asociados a una
codlgebra C' serdn por definicién los subconjuntos multiplicativos del dlgebra Z(C*) =
Comee(C,C).

Se busca ahora resolver el siguiente problema universal:

Dada C una codlgebra y S C Z(C*) un subconjunto multiplicativo, buscamos una
codlgebra Cig) y un morfismo de coalgebras 7 : Cjs) — C' tal que som € (5 sea una
unidad para todo elemento s € S, y que ademads 7 : Cjg) — (' sea universal con respecto
a esa propiedad, es decir, que si f : D — (' es un morfismo de codlgebras tal que f*(S) C
(U(Z(D*))) entonces existe f : D — Cigtalque f = 7o f.En diagramas, esta propiedad
se escribe como

D>AL>C

fi/
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Notar que esta propiedad universal es la dual de la propiedad universal de la localiza-
cién de élgebras (con respecto a subconjuntos multiplicativos centrales). Antes de dar la
construccién en general, veamos un ejemplo:

Ejemplo: Sea A una k-dlgebra de dimension finita, S C Z(A) un subconjunto multiplica-
tivo y sea C' = A*. Identificando A = A** consideramos a S C C* y suponemos ademads
que dimy(Ag) < oo. Entonces el problema anterior de la localizacién de codlgebras tiene
solucion, y es Cig) = (Ag)*, m = j§ : Cig) — C, donde js : A — Ag es el morfismo canénico
para la localizacién.

Demostracion: Ante todo, veamos que s € U(Z(Cy)) Vs € S:
Sea s € S, entonces se tiene el siguiente diagrama conmutativo:

A Js AS

Js"

A** e (AS)**
Las dos flechas verticales son isomorfismos, y es claro que js(S) C U(Z(Ag)), por lo tanto
7§ (S) C U(Z((As)™)), 0 sea que s = sjg = j§'(s) € U(Z(AY)) = U(Z(C[y))) como
se queria demostrar. Veamos ademds que 7 : Cj5) — C es universal con respecto a esa

propiedad. Sea f : D — C un morfismo de codlgebras tal que sf € U(Z(D*))Vs € S'y
consideremos el diagrama de las dlgebras duales

A i> AS >
lf* 7
o f
D*
Por la propiedad universal de js : A — Ag, existe J?: Ag — D* tal que fjg = f*, luego
[ = (fjs)* = j&f* y se tiene el siguiente diagrama conmutativo:
f*T VfT
D** - D

Se define entonces fv = ]az p donde ip : D — D** es la inclusion de D en su doble
dual; es claro que definido de esta manera, f = = f. Faltaria ver que f es un morfismo

de codlgebras, pero esto es sencillo pues f es un morfismo de dlgebras, luego se tiene el
siguiente diagrama conmutativo

iD

D D** Cls

ADi \Lm* iAC[S]:(mAS)*
D®D— (D'® D*)*(& Cls1 ® Cig
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donde m : D* ® D* — D* es la multiplicacién de D*, definida como la composicion de la
inclusién natural D* @ D* C (D ® D)* y la traspuesta de la comultiplicacion A}, : (D ®
D)* — D*. En el diagrama anterior, el cuadrado de la izquierda es siempre conmutativo
(la flecha horizontal inferior es la composicion de las dos inclusiones canénicas D ® D C
D* @ D** C (D* ® D*)*), y el cuadrado de la derecha es conmutativo pues es el dual del

diagrama que dice que f es un morfismo de algebras.

Como hemos visto en este ejemplo, dado que la propiedad universal de Cig; — C' es
dual a la propiedad universal de la localizacién de algebras, en el caso en que es posible
dualizar resulta Cig; = (C*)%. Describiremos entonces la construccion de As de manera
tal que permita ser dualizada; de este modo se llega a la construccién de Takeuchi.

Proposicién 2.7. Sea A una k-dlgebra y S un subconjunto no vacio multiplicativamente cerrado
de Z(A). Entonces:

» Dotando a S del orden dado por la divisibilidad, S es un conjunto parcialmente ordenado,
por lo tanto S define un sistema inductivo s : A — A5 (A% es un A-modulo libre de

1 . 1 1 . .. 1 s
rango uno con base TR A—SS, — A estd definido por T ).
= limAL = Ag.
—)S &

Demostracién: Antes que nada, notemos que lirgA% es un dlgebra pues se tienen morfis-
—

mos ] ] ]
A-RA— — A—
S s’ ss’

1 , 1 , 1
a—®a—/»—>a.a
S S

s.s'

Tomando limite sobre el sistema {s.s'}; ycs y usando que ® conmuta con limites induc-
tivos, se tiene un morfismo h’rglAé ® h’rglAﬁ — lim/Aﬁ = linSlAi. Esta multiplicacién es
— — 8.8 : —

claramente asociativa y el uno es la imagen de 17.
Definiremos morfismos naturales entre el limite y el localizado y luego veremos que

las respectivas composiciones son las respectivas identidades.
Por cada s € S se tiene el morfismo canénico

1
A——>AS
S

1 a
a.— +— —
s s

que claramente es compatible con el sistema inductivo, luego define un morfismo h’r?Aé —
—

As. A su vez, se tiene un morfismo A = A1 — h’r?A%. Veamos que, por este morfismo, los

elementos de S son enviados en unidades:
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Sea x la imagen de 1.% en HI?A%, entonces, dada la conmutatividad del diagrama

A=Al AL

S0

N

limA1L
s s

la multiplicacién de = por la imagen de s, es la imagen del 1 de A, luego la imagen de s,
es una unidad como se queria ver. Entonces, por la propiedad universal de Ag se tiene un
morfismo Ag — h,HslA%.
—
La composicion A — Ag — h’rgA% — Ag, por definicidn, se factoriza por A%, y resulta
—
igual al morfismo canénico A — Ag, por lo tanto la composiciéon Ag — h’r?A% — Ag
—

es la identidad. Para la composicion HIEIA% — Ag — h’n;A% veamos a dénde va a parar

la imagen de un elemento a% € A%. En primer lugar, es claro que esta imagen es el
producto de las imégenes de a1 y de 1%. El primer elemento, al estar en la imagen de A7
va a parar al elemento ¢ que a su vez va a parar a la imagen de a1. El segundo elemento,
es el inverso de la imagen de sy, por lo tanto su imagen es %, y éste a su vez, por como
estan definidos los morfismos con dominio Ag, es enviado al inverso de la imagen de 30%,
o sea, al elemento original.

Sea ahora C una coédlgebra y S C Z(C*) un conjunto multiplicativo no vacio. Por cada
s € S se toma C®) = C' como comédulo y se define el sistema proyectivo

{S . O(S,) — O(SS’)}&S/ES
donde el morfismo s es la multiplicacion por s, es decir, ¢ — s(c1)ca = (s @ id)(A(c).

Definicion 2.8. Llamaremos el localizado de C' con respecto a S, al limite HI?O (s) y lo deno-

taremos C\g); definimos el morfismo candnico como 7 : Clg) — ch = .

Si bien antes tenfamos un morfismo multiplicacién bien definido en los limites in-
ductivos de 4dlgebras porque los limites inductivos conmutan con el producto tensorial
algebraico, aqui se plantea el problema de que los limites inversos no conmutan en ge-
neral con el producto tensorial. Este problema fue resuelto por Takeuchi ‘ampliando” al
producto tensorial algebraico de la siguiente manera:

Consideremos V' y W dos k-espacios vectoriales y supongamos que V' 'y W tienen una
topologia tal que el cero admite una base de entornos formada por subespacios, llame-
mos {Va}taea Y {Ws}sen a dos de estas bases de entornos. Entonces se define la siguiente
familia de subespaciosde V@ W: {V@Wz+V,® W}(a,@E ax - Esta familia de subespacios
define una topologia lineal en V®W, Takeuchi llama V' ®W al espacio vectorial topolégico
completado de V' ® W con respecto a la topologia anterior. Dentro de las propiedades de
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este bifuntor definido en la categoria de k-espacios vectoriales topolégicos lineales (don-
de a una topologia se la llama lineal en caso de que admita una base de entornos del cero
formada por subespacios) tiene las propiedades de asociatividad y conmutatividad del
producto tensorial habitual, se tiene también que k®V = V&k = v, y ademas Takeu-
chi demuestra que ® conmuta con productos y subespacios cerrados, luego conmuta con
limites inversos de objetos completos, por lo tanto, para una codlgebra completa C' (i.e.
C = (), Clg) es una codlgebra topoldgica, o sea, el limite de los morfismos de comultipli-
cacion de C' dan un morfismo Ac[s] : Clg) — C[S@C[S] que es coasociativo y counitario.
Para el caso de R o C-espacios vectoriales localmente convexos pueden recuperarse los
resultados andlogos a los de Takeuchi utilizando la completacién con respecto a la to-
pologia proyectiva del producto tensorial algebraico. Las mencionadas propiedades han
sido demostradas en [F-S 98b].

Ejemplos:

1. Sea A un k-algebray sea C' = A*, consideramos a C' como una codlgebra topolédgica
con la topologia inducida de la topologia producto C' = A* = Hom(A, k) C k“. Sea
S un subconjunto multiplicativo de Z(A), e identificamos a S C A con su imagen

en A** = C*. Entonces Clg] = HI?C(S) = lim(A})" = (h’ngA%) = (Ag)*.

2. Sea X una variedad diferenciable y U C X un abierto tal que existe una funcién
diferenciable f : X — Ry con X — U = f~!(0). Consideramos la coalgebra to-
polégica (coconmutativa) C = D(X) = (C*(X)),y Sv = {g : X — C Jg(u) #
O0Vu € U}y ¢ C®(X) = D(X) (donde (—)" denota el dual continuo). Entonces

DX = mPEOY = (@03 = (Ime(0}) = ©(0s) =
(C>(U)) = D(U), las distribuciones sobre X que tienen soporte incluido en U.

3. Sea C'una coalgebra (en el sentido usual) tal que C' = C;®C5, donde C; y C; son sub-
coalgebras de C'; las proyecciones C' — C;, i = 1, 2 son morfismos comultiplicativos
pero no counitarios, las inclusiones C; — C, i = 1,2 son morfismos de coalgebras.
En este caso C* = C} x C3;sea S = {1} x Z(C5), veamos entonces que la inclusién
C1 — C se identifica con el morfismo canénico 7 : Cg) — C. En particular, éste es
un caso en que la localizacién de una codlgebra “algebraica’ da como resultado otra
coalgebra “algebraica’.

Para ver que i : (4 — C tiene la propiedad universal de la localizacién, veamos
primero que i*(S) C U(Z(CY)). Pero ésto es claro, porque si s € S, entonces s =
(€cy, ¢) para alguna ¢ € C; = Ci, sic € C; entonces Alc) € C; ® C1 y s.c =
s(cqy)e) = €c,(cay)ee) + dlcqy)ce) = ¢+ 0, pues ¢y € C1y ¢le, = 0, luego s.c =
cVe e Cy, s € S, esdecir, i*(5) = 1¢x € U(Z(CY)).

Sea ahora f : D — C un morfismo de codlgebras tal que f*(S) € U(Z(D*)), en
particular, (1,0) € S, por lo tanto (1,0) o f € U(Z(D*)), sea u € D* el inverso. Antes
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que nada, notemos que la multiplicaciéon por el elemento (1, 0) es la proyecciéon sobre
Ch,puessic € C1, A(c) € C1®C1y (1,0)(c) = (¢, ®id)A(c) = ¢, en cambio, sic € Cy,
entonces A(c) € ChL®Cyy (e, ®id)A(c) = 0. Calculemos f(d) para un elemento d €
D cualquiera. Como (1,0)f*xu =1, f(d) = f(((1,0)f*u).d) = f((1,0)f.(u.d)), luego,
cambiando d por u.d, basta calcular en dénde cae f((1,0)f.d) para un d cualquiera.
Ahora bien, f((1,0)f.d) = f((1,0)(f(d))d>) = (1,0)(f(d))f(ds) = (1,0)-F(d) ( es
morfismo de codlgebras), y esto es la proyeccién de f(d) sobre el factor C, luego la
imagen de f estd contenida en C, por lo tanto la flecha f : D — C obviamente se
factoriza por la inclusiéon ¢y — C como queriamos ver. Como observacién, la misma
demostracién se hubiera podido hacer reemplazando S por U(Z(Cy)) x {1}.

Al igual que en el caso de dlgebras, el morfismo canénico 7 : Cjg; — C no tiene por
qué ser en general ni inyectivo ni sobreyectivo, sin embargo, para una coalgebra cocon-
mutativa se tiene el siguiente resultado demostrado en [F-S 98b]: Si C' es una codlgebra
coconmutativa completa, entonces la aplicacion

PTag @ Cier-m — C
M max

donde M recorre todos los ideales maximales de C’ tiene imagen densa. Este resultado es
el enunciado dual del hecho de que en toda dlgebra conmutativa A, un elemento a € A es
distinto de cero si y s6lo si para todo ideal maximal M de A es distinto de cero § € Ay,
y por lo tanto el morfismo A — [],, A es una aplicacion inyectiva.

Antes de ir de lleno al problema de la localizacién y su relacién con Hoch”, considera-
remos la situacion siguiente:

Dado un morfismo de coédlgebras f : C' — D (es decir que f satisface las igualdades
Apf = (f ® f)Ac y epf = €¢) y un C-bicomédulo M, componiendo con f se tienen
aplicaciones que hacen conmutar el siguiente diagrama:

M—L oM —L" . DoMm

pt i lz‘d@ﬁ iid@p*
p~®id

MeC——CMeC Do MeC

®Rid®
id® fi \\f\ iid@id@ f
p~®id fRidid

M@D—CoMD——DM®D

Lo cual muestra que, a través de f, todo C-bicomédulo M puede considerarse como un
D-bicomédulo. Se tiene asi un funtor inducido por f, que llamaremos ;(—) (respectiva-
mente (—); o f(—)s) entre las categorias de C-comddulos a izquierda (respectivamente
C-comédulos a derecha, o C-bicomédulos) y de D-comédulos a izquierda (respectiva-
mente D-comédulos a derecha, o D-bicomédulos) que es la identidad sobre los objetos y
es una inclusién en el Hom. A su vez existen funtores en la otra direccién, utilizando el

producto cotensorial:
C [ Op—: Daf €M
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—0OpsC : MP — M€
CfDD — DDfC . DMD — CMC

La pregunta natural es qué relacion hay entre los funtores definidos de esta manera y
las teorias de cohomologia. Ante todo hay una proposiciéon sencilla:

Proposicién 2.9. Sea f : C' — D un morfismo de codlgebras, entonces existe una transformacion
natural
Hoch*(CyOp —OpsC,C) — Hoch™(—, D)

Demostracién: En primer lugar, existe una transformacién natural entre el funtor C';0p —
OpC'y el funtor identidad, dada por

N e CfDDMDDfC — DDDMDDD =M

coamed— flc)@m® f(c) — elc)e(d)m

Se define ahora el siguiente morfismo entre los complejos standard:
f& =MNMm ® f®n : CfDDMDDfC ® C®n — M &® D®n

Es claro que este morfismo es natural en )M, ver que es un morfismo de complejos es una
verificaciéon inmediata.

Una de las propiedades homolégicas’ del producto cotensorial Cy[Jp— es que, ademas
de ser exacto a izquierda, envia objetos inyectivos en objetos inyectivos. Demostremos es-
to:

Sea I un conjunto de indices arbitrario, entonces

(C;0p—) (DY) = CyOp(DW) = (C;0pD)™ =

A partir de este hecho, como todo D- comédulo inyectivo X es un sumando directo de
DY para un conjunto I adecuado (por ejemplo X es sumando directo de D ® X), luego
C;OpX es un sumando directo de C'Y), y en consecuencia C;[JpX es C-inyectivo. Si de-
seamos ademds que el funtor C;p(—) respete resoluciones inyectivas debemos pedir la
propiedad adicional de exactitud:

Definicién 2.10. Sea f : C — D un morfismo de codlgebras, f se dird coplayo en caso de que el
funtor CyOp(—) sea exacto.

Demostraremos una primer versioén del teorema de localizacién, si bien en [F-S 98b]
hay una versién mas general cuando el morfismo es un morfismo de localizacién, comen-
tamos esta demostracién pues aqui aparecen todos los ingredientes fundamentales que
se usaran en el otro teorema.
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Teorema 2.11. Sea f : C' — D un morfismo coplayo entre dos codlgebras coconmutativas, M un
D-bicomédulo (notar que al ser las codlgebras coconmutativas, by, es un morfismo C¢-colineal
y D¢-colineal respectivamente). Supongamos que ademds C;Up;C = C como C-bicomddulo,
entonces Hoch™(M, D) es un D-bicomédulo y

C;Op (Hoch™(M, D)) OpC = Hoch*(C;OpMOp;C, C)
Demostracién: vamos a comparar los funtores siguientes:
F :=C/OpHoch™(—, D)0OpC
G := Hoch™(C¢Op — OpsC, C)

Ambos son la composicién de un funtor homolégico con uno exacto (coplayitud de f!),
por lo tanto, ambos son funtores homolégicos. Sabemos que hay una transformacién na-
tural de uno en el otro, para ver que sea un isomorfismo basta ver Hoch*(—, C) se anula
sobre la imagen por C;Up — UpC de los D*-comddulos inyectivos y ver que coinciden
en grado cero.

Asi como antes probamos que el funtor C;[Jp— enviaba D-inyectivos en C-inyectivos
puede verse que C¢[p — Up;C envia D°-inyectivos en C*-inyectivos (por ejemplo con-
siderando f = f® f:C° — D°eidentificando C;0p — Op;C con CJ‘;DDe—). Veamos
entonces qué sucede en grado cero:

C¢Op(Hoch® (M, D))0p;C = C;Op(MOp.D)Op C

Identificamosa MOp.D = {m € M /m_1®@mg = mi®&@my} C M, (CyOpMOp;C)OcC =
{coamed e C/OpMOpiC /i @c@dm@d =cd,@c@med} CCOpMOpC. Se
quiere demostrar que (CyOpMOpC)OcC' es isomorfo a (CyOp(MOp.D)Op C), para
esto, veremos el siguiente isomorfismo

(T) OfDD<MDDeD)DDfC% (CfDDMDDfC)DCe(CfDDfC)

Viendo a CfDD<MDDeD)|:|DfC CCMeC y a (CfDDMDDfC)DCe(CfDDfC) C
(CeM®C)® (C®C),los morfismos estan definidos por

cOMR =@M DRy

ce(C///) ®m®cle(c//)%|c®m®c/ ®C//®C//I

Luego la igualdad (C;O0pMOp;C)OcC = CyOp(MOp.D)Op sC se sigue entonces de la
igualdad anterior més la hipétesis Cy[p C' = C.

Es claro que c® m®@ ¢’ = c1€(c2) @ m @ ¢ e(ch), por lo tanto una de las composiciones es
la identidad. Para ver que c@ m®@ ¢ @ ¢’ @ " = c1€(c"") @ m ® cle(”) & ¢, ® ¢y, utilizamos
elhechodequec@m® d ® " @ " € (C;OpMOp;C)Oee(CrOpsC), por lo tanto

a®(amed) (") =d"®(comed)e (" @d)
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y
(cOmMRA)RGA ([ =(camed)ed e (¢qed)

Si aplicamos € a los dos tltimos factores de la igualdad
1@ (ceamed)Rde("@d)=de(c@amed)ed e (ded)
se obtiene justamente
1®cdmed @de(de(d")=d' @camad@ddd)ed)="@camedod

que, luego de una permutacion de factores y la coconmutatividad, es lo que queriamos
ver.
Faltaria ver la buena definicién, pero las verificaciones son inmediatas, las omitimos.

Observaciones: 1. La condicién C;pC = (' se verifica siempre cuando C' = Dy, por
otro lado, es sencillo encontrar contraejemplos al teorema cuando la condicién anterior
no se verifica, por lo tanto, es necesaria (por ejemplo tomar f = ¢ : C — k donde C es
una codlgebra coconmutativa que no es k, el funtor C;[J,(—) = C' ® (—) es exacto, y para
M=kC®kOpek)@C=C®C#C=(C®kC)dcC).
2. Comparar la condicion C;p;C = C' con el Teorema 7.26.
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3. Extensionesy coderivaciones

3.1. Extensionesy H”

Dadas k-codlgebras C'y E,y f : C' — E un morfismo de codlgebras inyectivo, dire-
mos que E es una extension de codlgebras de C'. Identificando a C' con la imagen de f,
podemos suponer sin pérdida de generalidad cuando hablamos de una extensién de C'
que nos estamos refiriendo a una coalgebra & que contenga a C' como subcodlgebra.

Si C' es una codlgebra y E es una coalgebra que contiene a C, entonces C puede
considerarse como E-bicomédulo (sub-bicomédulo de E) y por lo tanto E/C' es un E-
bicomédulo. Si 7 : £ — E/C denota la proyeccién natural al cociente, la estructura de
E/C esta definida por

p (m(e)) = e @7(ey) = (id @ m)A(e)

pt(r(e)) = mler) ® e = (w @ id)A(e)

Uno puede preguntarse cudl es la condicién que asegure que £/C sea un C-bicomédulo,
es decir, que Im(p~) C C®FE/CyIm(pT) C E/C®C.Larespuesta es sencilla, vemos que
la condicién Im(p~) C C® E/C equivale a que (7 ®id)p~ (w(e)) = 0 Ve € E, mientras que
la condicién Im(p*) C C'® E/C es equivalente a la condicién (id®@m)pt(m(e)) = 0 Ve € E,
y vemos que ambas condiciones equivalen a la condicién (7 ® 7)A(e) = 0Ve € E. Esta
condicién es mds familiar, es practicamente la definicién de C' A C (ver [Sw 69]); tenemos
entonces que E/C es un C-bicomédulo siy sélosi C Ay C = E.

Si consideramos B = E*, A = C*, I = Ker(i* : B — A), entonces [ se identifica con
(E/C)* = C*, 1a condicién de que E/C sea un C-bicomédulo corresponde al hecho de
que [/ admita una estructura de A-bimédulo que provenga de levantar los elementos de
A via p = i*, y finalmente (C' A C')* = I Es sabido que si B es una k-algebra, I C B
es un ideal de cuadrado cero y llamamos A = B/I al algebra cociente, entonces I es un
A-bimédulo, y las extensiones de A “de cuadrado cero” juegan un papel importante en el
estudio del dlgebra A.

Como es de esperar, las extensiones de C en las que E/C := M es un C-bicomédulo
estdn parametrizadas por un grupo de cohomologia, Y. Doi [Doi 81] estableci6 el siguiente
resultado:

Proposicién 3.1. Sea C una k-codlgebray M un C-bicomédulo, entonces las clases de extensiones
0—-=C—-E—-M-—0

donde E es una codlgebra que contiene a C que verifica E = C N C'y el morfismo de E en M es
E-bicolineal estin en correspondencia con H*(M, C'). Mds atin, dada una extension

0—-C—F—=M-—0

su clase en H*(M,C) es cero si y sdlo si existe un morfismo de codlgebras ¢ : E — C tal que
dle = ide.
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En lo que sigue, estaremos interesados en la relacién entre las propiedades coho-
moldgicas y propiedades estructurales de las codlgebras coconmutativas, nos detendre-
mos entonces en las codlgebras coconmutativas.

3.2. Extensiones coconmutativasy H%,,

Sea C una coalgebra coconmutativa, diremos que
0—-C—-E—-M-—0

es una extensiéon coconmutativa de C' si es una extensién (o sea que M es un C-bicomédu-
lo) y ademds E es coconmutativa. Como consecuencia de la definicién tenemos que M
resulta un C-bicomédulo cosimétrico.

Proposicion 3.2. Sea C' una k-codlgebra coconmutativa, 1 € ky M un C-bicomédulo cosimé-
trico. Sea Hy,,(M,C) = {[f] € H*(M,C) : / [f] = [of]} donde o : C®? — C®? estd definido
por o(x ® y) = y @ x. Entonces H%,,(M,C) es un k-sumando directo de H*(M,C), y estd en
correspondencia con las extensiones coconmutativas

0—-C—FEF—=M-—0

Demostracion: En primer lugar observamos que o : Hom(M,C®?) — Hom(M,C%?) in-
duce un morfismo en H? puessi g : M — C, 6(g)(m) = m_1 ® g(mo) — g(mg) @ my,
entonces 0.(6(g)) = —0(g) (utilizamos el hecho de que M es cosimétrico). Por otro lado,
consideremos f : M — C' ® C tal que 6(f) = 0, es decir que para todo m € M

6(f)(m) =m_1® f(mo) — Arf(m) + Aas(f(m)) — f(mo) ® my =0

Escribamos f(m) =z ®y, f(mo) = © ® v (sumas sobreentendidas), recordamos que como
M es cosimétrico, my ® m; = my ® m_;. La ecuacion anterior se escribe como:

M OURV—T1RTQY+ TRy QY —uRv@my =0
Ahora escribimos la ecuacién para 6(o.(f))(m):
I o(f))M)=m @URU—1h QP RT+YRT; Ty — VU My

Si tomamos la ecuacién de cociclo de f (6(f)(m) = 0) y le aplicamos la trasposicién (13)
(es decir, el operador a ® b ® ¢ — ¢ ® b ® a) y multiplicamos por —1 obtenemos

0=—1vQuRM +YRr30x1 — Yo QY1 KT +m QUK

pero esta ecuacion -tenida cuenta de la coconmutatividad de C- es exactamente la condi-
cion de cociclode o f.
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Ahora que sabemos que o opera en H*(M,C) y como 3 € k, la descomposicién de

H*(M, C) es inmediata, pues toda clase [f] se puede escribir como [f] = H; S ]‘;’ Juy
y claramente W2Vl ¢ 12 (M, ©).

Ya sabiamos de antes que los 2-cociclos parametrizaban las extensiones, veamos ahora
que estos cociclos simétricos parametrizan las extensiones coconmutativas:

Sea() — C — E — M — 0una extensién y sea ¢ : £ — C un morfismo k-lineal tal que
¢|c = idc. El morfismo ¢ induce una particiéon de £ como k-espacio vectorial dando un
isomorfismo E = C' @ M. Dada esta descomposicién y dados los datos del problema (i.e.
que C es una subcodlgebra, que M es un C-bicomédulo y que E = C Ag () la estructura
de comultiplicaciéon de F, se escribe necesariamente en la forma

CoM—-(CaeM)e(CeM)=CC)a(CeM)ea(MeC)® (Mo M)

(e;m) = (A(e) + f(m), p~(m), p* (m),0)
donde f : M — C' ® C es k-lineal. La aplicacién f puede escribirse también en términos
de ¢:

Sim € Mye € E estal que m(e) = m, definimos s(m) = e — ¢(e), es un ejercicio
elemental ver que s estd bien definida, es k-lineal y que verifica 7(s(m)) = m, Vm € M.
Una férmula para f es entonces f(m) = (¢ ® ¢)A(s(m)). La clase de f en H*(M,C') es
el elemento que corresponde a la extension 0 — ¢ — E — M — 0. Si E es cocon-
mutativa, entonces cAr = Ap y por lo tanto of = f, por 1 tanto [f] € Hz,.(M,C).
Reciprocamente, si [f] € H?*(M,C) donde M es un C-bicomoédulo simétrico, podemos
definir una comultiplicacién en el k-espacio vectorial £ := C' @ M mediante la férmu-
la A(e,m) = (A(e) + f(m),p~(m),p*(m),0) y esto da una extensién. En particular, si
|f] € H},,(M,C) C H*(M,C), podemos elegir un representante f : M — C' ® C tal que
o.f = [ (sino lo cambiamos por %( f + o0.f), que es cohomélogo a f), y claramente £
resulta coconmutativa.

Nota: La notacién H3,, (M, C) se debe a la analogia con la cohomologia de Harrison
para 4lgebras conmutativas.

Dado que la operaciéon A aparece constantemente en las demostraciones de las pro-
piedades relacionadas con la nocién de suavidad que estudiaremos en la préxima sub-
seccién, damos aqui un resumen de sus propiedades, algunas sin demostracién, para las
demostraciones completas enviamos al lector a [Sw 69].

Definicién 3.3. Sea C una k-codlgebra, V,, W dos subespacios de C, py : C — C/V y pw :
C' — C/W las proyecciones naturales al cociente. Se define el subespacio de C, V Ne W :=
Ker((pv®pw)oAc). Siestd claro cual es la codlgebra C en la que se estdn haciendo las operaciones,
escribiremos V. ANW envez de V Nc W.

Proposicién 3.4. Sea C una k-codlgebra, son vilidas las siguientes propiedades:

= para toda terna de subespacios Vi, Vo, Vs C C, (Vi AV2) AVs =Vi A (Vo AV3).
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» Si K y K’ son dos subcodlgebras de C'y C' es coconmutativa entonces K N K' es una
subcodlgebra de C.

» Si K es una subcodlgebrade C, K C K NK C KANKANK C ...

» Si S es una subcodlgebra simple, entonces NS = U,,~o A" S es la componente irreducible
de C que contiene a S, donde N'S = Sy A"T1S = S A™ S.

= 5i Co = Oggimpled €5 la suma (necesariamente directa) de la subcodlgebras simples de C,

entonces la filtracion Cy C Cy = CoNCy C Cy = CoANCoNCy C Cs. .. sellama la filtracion
coradical de C; si C' es coconmutativa se tiene C' = U,,>oC,, = & ssimple Upso A™S.

Demostracion: ver [Sw 69]

3.3. Coalgebras suaves

Definiremos una clase de k-codlgebras, a las que llamaremos suaves, en términos de
propiedades de extension con respecto a extensiones de codlgebras coconmutativas:

Definicién 3.5. Sea C' una k-codlgebra coconmutativa, diremos que C' es suave si y sélo si para
cualquier extension de codlgebras coconmutativas 0 — D — E — M — Ocon E = D Ag D,
dado un morfismo de codlgebras f : D — C, existe una extension de f a E, es decir, existe un

morfismo de codlgebras f que hace conmutativo el siguiente diagrama:

O—D—E>—>M—0

J{f >
o f
C

A partir de la caracterizacién cohomolégica de las extensiones coconmutativas, tene-
mos la siguiente proposicion:

Proposicién 3.6. Sea C una k-codlgebra coconmutativa, son equivalentes:
» (C es suave.
w Para todo C-bicomédulo cosimétrico M, H%,, (M, C) = 0.

Demostracién: Supongamos que C' es suave y que M es un C-bicomédulo simétrico. Sea

f: M — C ® C un 2-cociclo de H%,,.(M,C) y definamos E = C & M con la comultiplica-

cién A(e,m) = A(c)+ f(m)+p~ (m)+pt(m) € (CRC)B(COM)®(MeC) C (CeM)*2.
A partir del diagrama

0O—C——E>—>M—0
J{id >
L id

C
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sabemos, por la suavidad de C, que existe un morfismo de codlgebras id: E — C tal que
z'?i|c = id¢, por lo tanto [f] = 0.

Reciprocamente supongamos que H%,.(M,C) = 0 para todo C-bicomédulo simétrico
M y consideremos una extension arbitraria mas un morfismo de codlgebras

0 D E M 0

|’
C
Sea P := Cdp E = 3 d)f(fc’(;d) o7+ El espacio €' @ E claramente admite una estructura
de coédlgebra, pero ademads esta estructura da origen a una estructura de codlgebra en P.

Llamemos 7 : C®&E — P laaplicacién al cociente, entonces P es una coalgebra definiendo
AP :P— P X P
Ap(m(c,0)) = (r@7m)Ac(c) sicel
Ap(m(0,e)) = (m@m)Ag(e) sie€ E

Se tienen morfismos naturales C' — Py I — P,y un morfismo de sucesiones exactas

cortas:
0 D FE M 0

o

0 C P P/C——0

Por inspeccién, M = P/C con lo cual es un C-bicomédulo y se tiene P = C' Ap C. Por
hipétesis H3,,.(M,C) = 0, por lo tanto la sucesion exacta corta de abajo se parte con un
morfismo de coalgebras, componiendo ese morfismo con la flecha £ — P se obtiene la

extension fbuscada.
Corolario 3.7. La codlgebra sh(x) = T'(k.x) es suave.

Demostracién: si V' es un espacio vectorial y M un T'(V')-bicomédulo cualquiera, sabemos
que H*(T(V'), M) = 0. En particular, cuando dimy(V) = 1, T(V) = sh(x), es coconmuta-
tiva, y H?(sh(x), M) es cero para todo bicomédulo, como H%,,.(sh(x), M) es un sumando
directo de H?(sh(x), M) se sigue que sh(z) es suave.

3.4. Coderivacionesy Q/

Definiremos un objeto universal para las coderivaciones a valores sobre una coalgebra
conmutativa a valores en un bicomédulo simétrico que resultara un comoédulo. Veremos
después como se relacionan algunas propiedades de este comédulo con respecto a la pro-
piedad de suavidad.
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Sea C' una coédlgebra y M un C-bicomédulo, recordamos que una aplicacién k-lineal f :
M — C se dice una coderivacion en caso de que se verifique la igualdad (en Hom(C,C ®
MaoeMe(QO)):
Af =(id® f)op” +(f @id)op”

Llamamos Dery (M, C) al conjunto de coderivaciones de M en C, que coincide con los
1-cociclos (sin identificacion de cobordes) del complejo que calcula H*(M, C'). Tenemos
definido un funtor contravariante Der,(—, C') de la categoria de C-bicomédulos en la de
k-espacios vectoriales. En [Doi 81], Y. Doi demuestra que este funtor es (co)representable,
es decir, que existe un C-bicomédulo L tal que

Homee(M, L) = Dery (M, C)
Elbicomédulo L¢ no es otra cosa que 1, x50y Del morfismo identidad de Homc« (L, L)
se obtiene una derivacién d : Lc — C, que esta definida por d(z ® y) = €(z)y — €(y)z.
Si C' es una codlgebra coconmutativa, podemos restringir el funtor Der,(—,C) a la
categorfa de C-bicomddulos simétricos, y preguntarnos si este funtor es representable.
La respuesta es si, y la construccién es sencilla, pues sabemos que si D : M — C' es
una coderivacién, D induce un morfismo de C-bicomédulos D : M — L, pero como

M es C-cosimétrico, también lo seré el subcomédulo Im(D). Si definimos QL como la
unioén de todas las imdgenes de morfismos de C'*-colineales con dominio en bicomédulos
cosimétricos y codominio L¢ tenemos que O}, es un objeto universal para las coderiva-
ciones con dominio en tales bicomédulos, y coincide con el mayor sub-bicomédulo de L¢
que es C'-cosimétrico.

Esta construccion es dual a la construcciéon de los diferenciales de Kahler en el siguien-
te sentido:

Proposicién 3.8. Sea A una k-dlgebra conmutativa y consideremos C = A°. Entonces Q¢ =
Q}(A)° donde si M es un A-médulo, M es el subespacio mas grande de M* que es un C-comédulo
con la coaccion traspuesta a la de M.

Demostracién: La construccion (—)? es un adjunto al funtor (—)*, tanto para la version
algebras — codlgebras como para la version médulos — comédulos. Tenemos entonces
la siguiente cadena de isomorfismos

Dery(M,C) = Dery(M, A°) = Dery(A, M*) =

> Hom(QL(A), M*) = Come (M, (QL(A))°)

lo que demuestra la proposicion.

Como en el caso de algebras, la nocién de suavidad esté relacionada con propiedades
del O':

Proposicion 3.9. Sea C' una k-codlgebra coconmutativa suave, entonces 2}, es un C-comédulo
inyectivo.
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Demostracién: Consideremos ¢ : N — M un monomorfismo de C-comédulos, queremos
ver que i* : Comc(M,QL) — Come(N, Q) es sobreyectivo. Por la adjuncion, esto es
equivalente a ver que i* : Dery(M,C) — Deri(N, C) sea sobreyectivo.

En general, dado X un C-bicomdédulo, definimos sobre C' @ X la estructura de coalge-
bra siguiente:

A:CaX—-(CaX)aCaeX)=C0)a(CeX)0(X20)a (X ®X)

(¢, 2) = (A(e), p (w), p" (), 0)
Ademds vemos que la construccién es claramente funtorial, (considerando como cate-
goria de llegada la categoria de codlgebras que contienen a C' y morfismos de coélge-
bras que restringidos a C' son la identidad). Ademas, tener un morfismo de codlgebras
C ® X — C que es la identidad sobre C' induce (por restriccién a X') una coderivacion,
por lo tanto se tiene el isomorfismo:

Dery(X,C) = Hom CaeX,0)

C-coalg<

En particular, podemos considerar las codlgebras D = C & Ny E = C @& M con
la estructura mencionada anteriormente. El morfismo id ® ¢ : D — E es un mono-
morfismo de codlgebras con conticleo M/N, que es un C-bicomédulo, por lo tanto un
D-bicomédulo y en consecuencia £ = D Ag D. Por la suavidad de C, tenemos que
(tdedi)* : HomC_Coalg(D, C) — Homc-coalg(E’ (') es sobreyectivo, y en vistas del isomor-
fismo Dery,(X,C) = Homc_coalg(CEBX, C') obtenemos que i* : Dery(M,C) — Dery(N,C)
es sobreyectiva y la proposiciéon queda demostrada.

Dada una coélgebra coconmutativa C, es sabido que C' se descompone en suma directa
de subcodlgebras irreducibles (ver [Sw 69], Teorema 8.0.5, pag. 163), la préxima proposi-
cién muestra la relaciéon de la propiedad de suavidad con respecto a las descomposicio-
nes.

Proposicién 3.10. Sea C' una k-codlgebra coconmutativa suave tal que C' se descompone como
suma directa de subcodlgebras C' = @,C;. Entonces C; es suave para todo i.

Demostracién: Elijamos un indice i. Sea f : D — C; un morfismo de codlgebras y 0 —
D — E — M — 0 una extensién coconmutativa de D tal que £ = D A D. Componiendo
con la inclusién C; — C' tenemos un morfismo de codlgebras f; : D — C,y como C es
suave, existe f; : £ — C morfismo de codlgebras que extiende a f;. Llamamos [ E—
C; a la composicion de fi con la proyecciéon p; : ¢ — ;. Claramente este morfismo es
comultiplicativo, y si llamamos j : D — E, vale que fo J =pio ﬁ oj =p;of; = f.Paraver
que respete la counidad, veremos equivalentemente que su traspuesta sea un morfismo
que respete el uno. Considerando el diagrama dual:

e

0 M* E* D 0

BNy

(i)
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Sabemos que f*, Ty J* son multiplicativos y que f* y 7 son unitarios, por lo tanto /(1) =
1+mconm € M. Ademds sabemos que DAr D = E, por lo tanto (M*)? = (D+)? = (DAg
D)+ = E+ = 0, entonces utilizando la multiplicatividad de A y que 12 = 1 obtenemos la
igualdad:

l+m=f1)=Ff1)=010+m)?=1+2m
por lo que m = 2m, o sea, m = 0. Recordamos que 1p- = ¢g, 15, = €¢,, por lo tanto la
ecuacion f*(1) = 1 significa exactamente ez = €¢;, o f.

Proposicién 3.11. Sean C, y Cy dos k-codlgebras coconmutativas. Entonces Cy @ C5 es suave si
y sélo si Cy y Cy son suaves.

Demostracién: es consecuencia de que el producto tensorial es el producto en la cate-
goria de coalgebras coconmutativas, con proyecciones p; = id¢, ® €, : C1 ® Cy — Chy
P2 = €c, ide, 1 C1 ® Cy — C9. 514 : D — E es un monomorfismo de coalgebras cocon-
mutativas tal que E = D Ag D queremos ver qué sucede con i* : Homoay(E, C1 @ Cy) —
Homoag(D, Ch @ Cy). Pero como C) ® C; es el producto en la categoria de coalgebras co-
conmutativas, i* se parte como producto de dos flechas i* = i} x i5 : Homoay(E, C1) X
Homoqig(E, Cy) — Homeoarg(D, C1) X Homeoay(D, Ca), por lo tanto i* es suryectiva si y solo
si ¢} e i3 lo son simultdneamente.

Corolario 3.12. La codlgebra sh(xy, ..., x,) es suave.

Demostracién: solamente recordamos que sh(zy,...,2,) = sh(z1) ® ... ® sh(x,), y ya
sabiamos que sh(z) era suave.

Proposicién 3.13. Sea C una k-codlgebra coconmutativa y K una subcodlgebra de C. Suponga-
mos que existe un morfismo de codlgebras p : C' — K que verifica p|x = id. Entonces, si C' es
suave, también es suave K.

Demostraciéon: probaremos que K tiene la propiedad de extensién con respecto a exten-
siones coconmutativas.

Consideremos D — E un monomorfismo de codlgebras tal que £ = D A Dy sea f :
D — K.Como K es una subcoalgebra de C, f puede ser considerado como un morfismo
de D en C, y al ser C suave, existe una extension [’ : £ — (' tal que f'|p = f. Definimos
entonces f::pgf’ EF— K.

Claramente f es un morfismo de codlgebras, para ver que extiende a f notamos que
po f'|p=po f, perocomo Im(f) C Ky p|x =identoncespo f = f.

3.5. Sucesiones exactas del Qlc

Demostraremos en esta seccién resultados que ligan Qf y Q) cuando K C C es una
subcodlgebra. Para esto necesitaremos dos lemas sobre propiedades generales de la ope-
racion A.
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Lema 3.14. Sea C' una codlgebra coconmutativa y e € C un elemento tipo grupo, entonces k.e N
k.e consiste en la suma de k.e mas los elementos e-primitivos, mas aiin, si x € k.e N\ k.e entonces

Alz) =r®@e+e®z —€(x)e

Demostracién: como = € k.e A k.e entonces A(z) € ke ® C + C ® k.e, luego A(x) se
escribe de la forma A(z) = a ® e + e ® b Como C' es coconmutativa, podemos escribir
A(z) = a ® e + e ® a para algin a € C, o bien, (cambiando eventualmente a a por
a' = a — €(a).e), escribimos a A(x) como

Alz)=a®e+e®Ra+Ne®e

con €(a) = 0. Como €(a) = 0, se sigue que A = ¢(z), aplicando € ® id y utilizando el hecho
de que ¢(e) = 1 tenemos que

r=(e®id)A(x) = (e®id)(a®@e+eRa+e(r)e®e) =a+e(x).e

de lo que despejamos a = x —¢(z). Volviendo a la ecuacion A(z) = a®e—e®@a+e(z)e®e,
reemplazando a por x — ¢(z).e obtenemos la férmula de la proposicion.

Lema 3.15. Sea C' una k-codlgebra coconmutativa, e un elemento de tipo grupo en C. Entonces
la aplicacion
fikeNke—C

r—x—e(x).e
es una coderivacion.

Demostracién: por el lema anterior, sabemos que A(z) =z ®@e+e®@ 2 — €(x)e @ ¢, luego
(f@id—id® f)A(z) = (z — e(x)e) ® e+ e @ (x — e(x)e) =

=r®Rete®r—2(r)eRe
por otro lado
A(f(x)) = Az — e(z).e) =
ret+e®r—¢e(r)e®e—e(r)e®e

y la ecuacion de coderivacion queda verificada.

El lema anterior se generaliza de la siguiente manera:

Lema 3.16. Sea C una k-codlgebra y sea K una subcodlgebra de C. Supongamos que existe un
morfismo de codlgebras i) : K N K — K tal que ¢p|rc = idk, entonces D :=Id—¢: KNK — C
es una coderivacion.
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Demostracién: Como en el lema anterior, comenzamos por explicitar la comultiplicacion
en K NK.Seace KNK,como K AK esunasubcodlgebra, A(c) =c¢;®@cyconc; € KNK,
ademds A(c) € K ® C 4+ C ® K. Escribimos entonces A(c) = 2/ @ a’ + V' ® y' (sumas
sobre-entendidas) en donde @/, ' € Ky2', ¥ € K AN K.Como 2’ € K N K, podemos
aplicarle ¢ y tenemos que 2’ = (2’ — ¢ (2’)) + ¥(2’) y escribimos entonces a 2’ como un
elemento de Ker(¢) mas un elemento de K. Haciendo el mismo proceso con y’ tenemos
una férmula para A(c) del siguiente tipo:

Ale)=2®@a+bQy+a®f

dondez, y € Ker(¥)ya, b, a, f € K.
Como ¢ es un morfismo de codlgebras, entonces A(¢(c)) = (¥ @ ¥)A(c) = a ® S,
entonces
Alc—=1(c)) =z@a+b®y
Por otro lado, Id—1) se anula en K con lo cual resulta facil calcular (/d—)®id+id®(Id—1))
sobre A(c), tenemos

(Id =) ®@id+id® (Id— ) (2 @a+b@y+a®f) =

=Id—Y)(2)@a+b@(Id—Y)(y) =rRa+bRy
pues x, y € Ker(¢).

Ahora estamos en condiciones de demostrar los resultados de sucesiones exactas que
relacionan Q. y Qj, donde K es una subcoélgebra de C'.

Proposicién 3.17. Sea C una k-codlgebra y K una subcodlgebra de C'. Entonces

1. Se tiene una sucesion exacta de C-comédulos

K Ne K
O—>Q}(—>QED0K—>—C

2. Si K = k.e donde e es un elemento de tipo grupo, entonces Q. = 0y QLOcK = (K A
K)/K.

Demostracion: El morfismo Q) — Qt0cK esta definido de la siguiente manera:

En primer lugar K@ K C C®C, y como K es una subcodlgebra, esta inclusiéon da lugar
a un morfismo (K ® K)/A(K) — (C ® C)/A(C). Es claro que los elementos cosimétricos
de (K ® K)/A(K) son enviados en elementos cosimétricos de (C'® C')/A(C), por lo tanto
Q}; esenviado en Q.. Mds atin, es claro que el morfismo de estructura de Q% tiene imagen
en O}, ® K, por lo tanto, la imagen de Q}. no solo estd contenida en Qf, = QL0C, sino
que también esta contenida en Qr0c K.

El morfismo Q0K — (K A K)/K esté definido como sigue:
Sea d : Qf — C la coderivacion universal, d(z ®y) = e(z)y — e(y)z, yseap : C —
C/K la proyeccion al cociente. Se define, para 7@y ® z € QtUcK, §(z®@y ® 2) =
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p(d(z ® y)e(z)) La imagen de ¢ estd contenida en (K A K)/K en vez de tan solo en C/K
pues el dominio es QO K en vez de Q50cC.

Siz®y € Qf, el elemento que le corresponde en QLK es T @ y; ® 4o, y d aplicado a
este elemento es p(e(x)y1€(y2) —€(y1)e(y2)x) = p(e(x)y—e(y)z) = 0 pues = e y son elementos
de K.

Para demostrar la exactitud de la sucesion, basta demostrar que para todo K-bicomédu-
lo simétrico 7', la siguiente sucesion es exacta:

0 — Comp(T,QF) — Comg(T,Q0cK) — Comg (T, (K ANK)/K)

En el espacio vectorial que aparece en el medio de la sucesién, utilizamos la adjuncién de
—eK (como K C C, K es C-quasi-finito) y obtenemos

Comp (T, Q0cK) = Come(hy (K, T)Q5) = Come(T, Q).

Utilizando ahora la propiedad universal de Q', obtenemos que la sucesion anterior es
isomorfa a la siguiente sucesion:

0 — Deri (T, K) — Deri(T,C) — Come(T, (K NK)/K) C Come(T,C/K)

La primera flecha claramente es un monomorfismo, pues toda coderivaciéon con imagen
en K puede ser vista como coderivacién con imagen en C'. La segunda flecha es componer
conp: C — K (pues d = pod). Sabemos que la composicién es cero,ysi D : T'— C'es una
coderivacién tal que po D = 0 donde p : C' — C/K es la proyeccién, entonces claramente
la imagen de D estad contenida en K, por lo tanto proviene de Der, (T, K), y la exactitud
queda demostrada.

Supongamos ahora que K = k.e con e elemento de tipo grupo. Es claro que Qj; = 0
puessi F': T'— K entonces F(t) = f(t).econ f € T*, delo que se sigue que f(t) = e(F(1)).
Pero si I es una coderivacién entonces e o F' = 0 por lo tanto en este caso, no importa cual
sea T, Dery(T, K) = 0y es claro que el funtor nulo se representa como Comy(—,0).

Definiremos ahora un morfismo (K A K)/K — QtOcK, o lo que es lo mismo, una
coderivacion K A K — C que se anule en K, pues

Comp (K ANK)/K,Qt0cK) = Come((K AK)/K, Q) = Dery(K ANK) /K, C).

Sea f : K N K — (C definida por f(z) = x — €(z).e. Es claro que se anula sobre K, pues
f(e) = e —¢€(e).e =0, y en virtud del Lema 3.15 es una coderivacion.

Para ver que f induce el morfismo inverso, haremos explicito el morfismo (KA
K)/K — QtOcK que proviene de f, que es el siguiente:

f(KANK)/K — Q00K

T p(z @ f(x2))
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Ahora bien, conociendo la expresiéon de f, tenemos que

21 ® f(r2) =21 ® (22 —€(x2).) =Ar) —2®e=—2xRe
y por lo tanto f(T) = -7 Qe e.
Ahora que disponemos de un morfismo explicito calculamos la composicién:
§(f(@)=-6rRe®e)=—(e(x).c — e(e).x)e(e) = —€(x).e —x = T puese € K.
Para la otra composicién, dado z ® w®e € QUc K, utilizando la cosimetria y el hecho
de que el elemento esta en el producto cotensorial, obtenemos las igualdades:

ZRQUWI RQUWa®e=2Q0wR®zRe=z0wR®eRe

Aplicando d®id ® € obtenemos €(2)A(w) —2@w = w® z —e(w)A(2) = (e(z)w —e(w)z) ®e.
Si calculamos entonces f(d(z ® w ® e)) obtenemos

fOEBuwe) = fle(z)w —e(w)z) =
=—(ez)w—€e(w)z)ReRe=2zQuWRe

Notamos quesi K = k.e, K es suave. La parte 2 de la proposicion anterior se generaliza
a las coédlgebras suaves:

Proposicién 3.18. Sea C una k-codlgebra y K una subcodlgebra. supongamos K suave, entonces
tenemos una sucesion exacta corta escindida:

K Ne K
O—>Q}K—>QICDCK—>TC—>O
Demostracién: S6lo tenemos que demostrar que § : QUK — £2Kes un epimorfismo

que se parte. Consideremos la sucesion exacta
0K —>KANoK— (KANcK)/K—0

Como K es una subcodlgebra de C, entonces K A¢ K es también una subcoalgebra y
ademas claramente K A\c K = K Ak K, por lo tanto K A¢ K es una extensién cocon-
mutativa del tipo de la definicién de suavidad. Como K es suave, existe un morfismo de
codlgebras ¢ : K A\¢ K — K tal que ¢|x = id. Definimos entonces

f:KNc K—C

x—x— ¢(x)

Es claro que f se anula sobre K, ademds por el Lema 3.16 f es una coderivaciéon. De

esta manera f induce un morfismo [ : (K A K)/K — QL y es facil ver que la imagen
estd contenida en Q0o K.
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La comprobacién de que f es el inverso a derecha de 4 es la misma cuenta que en la
demostracién de la parte 2. de la proposicién anterior. En primer lugar explicitamos f:

f@ =pt((ide fp~(T)) =
=p' (21 ® (29 — P(22))) = —p" (21 ® P(22)) =
=11 ® d(12) ® 3

Ahora calculamos §(f)(z) =

0(—21 @ d(22) @ 13) = —€(w3) (€(x1)P(22) — €(P(z1))72) =
=—¢(z) —x="7
pues ¢(z) € K.

3.6. Teorema de estructura de codlgebras coconmutativas suaves

Sea C' una k-coalgebra coconmutativa, entonces C' = @;C; es una suma directa de
subcoalgebras irreducibles, cada una de ellas contiene una tinica subcodlgebra simple. Si
asumimos que el cuerpo de base k es algebraicamente cerrado, entonces las codlgebras
simples son exactamente las subcodlgebras de dimensién uno. Esto es asi por lo siguien-
te: toda codlgebra contiene subcodlgebras de dimensién finita, luego las subcoédlgebras
simples son de dimensién finita. Si una coalgebra no tiene subcoalgebras propias signifi-
ca que el algebra dual no tiene cocientes, o lo que es lo mismo no tiene ideales propios, en
particular es integra y de dimensién finita, por lo tanto es una extension finita, al pedir &
algebraicamente cerrado, la tinica extension finita es el cuerpo mismo.

Llamaremos a una k-codlgebra coconmutativa local, en caso de que sea irreducible
y su subcodlgebra simple sea de dimensién uno. En caso de que k sea algebraicamente
cerrado, local e irreducible son el mismo concepto. El objetivo de esta secciéon es dar un
teorema de estructura para las codlgebras locales suaves sobre un cuerpo de caracteristica
cero.

Teorema 3.19. Sea C una codlgebra local suave y llamemos K := k.e donde e es el tinico elemento
de tipo grupo de C. Asumamos que dim (K NcK) < oo, entonces C' = sh(V') donde V' es el espacio

vectorial Prim(C) = KocK,

Para demostrar este teorema, probaremos a continuacién un lema:
Lema 3.20. Sea C una codlgebra coconmutativa tal que Q}, =2 CD, entonces existe una coderi-
vacion D : C' — C'y un elemento x € C* tal que x o D = e.
Demostracién: Llamemos f : C) — Q4 al isomorfismo, entonces, para cada i € I ob-
tenemos una coderivacién D; componiendo la inclusién j; : ¢ — CU (cuya imagen

denotaremos C.i) con la coderivacién universal:

Ji f

C o) QL 4>
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Afirmacién: La propiedad universal de Q}, implica que N;e;Ker(D;) no contiene sub-
comodulos no triviales.
Demostraremos la afirmacién. Sea N un subcomédulo de C tal que para todo i € I,

—~

N C Ker(D;) y llamemos iy : N — (' alainclusién de N en C. Como
Come(N,C9) 2 Come(N, QL) = Der(N,C)

jioin = fojioiy i Dily =0
se sigue que la inclusion natural Comc(N,C) — T].., Comc(N, C.i) es la flecha nula,
por lo tanto Comq (N, C) = 0 lo que implica N = 0. Se sigue de esto que si N C C esun
subcomédulo no trivial, existe una coderivaciéon que no se anula identicamente sobre V.

Tomamos en particular N = k.e donde e es el tnico elemento de tipo grupo de C,
luego existe un indice i tal que D;(e) # 0; llamamos D a esa coderivacion.

Como D(e) # 0, existe z € C* tal que z(D(e)) # 0. Al ser C* un algebra local y
zoD ¢ k.et, se sigue que x o D es una unidad de C*.

Tomemos u € C* el inverso de z o D (i.e. ux (z 0 D) = (z 0 D) xu = ¢) y definamos D
como la composicién de D con la multiplicacién en C por u (visto C' como C*-médulo),
m4ds precisamente

D(c) :== D(u(cy)es)
Es una coderivacién pues es la composicion de un morfismo de C-bicomédulos con una
coderivacion. Esta coderivacion D y el elemento z verifican z o D = ¢, pues utilizando la
férmula de coderivacion Ao D = (D ®id)o A+ (id® D) o A, obtenemos, aplicando z ® id,
que para todo c € C
z.D(c) = D(z.c) + (x o D).c

Por otro lado,

(z 0 D).c = 2(D(c1))cs = z(D(ulcy)es))es =

= u(e))z(D(cy))es = (u % (2o b’)) (c1)ep =
e(c1)eg = ¢

por lo tanto
x.D(c) = D(z.c)+¢

Aplicando ¢ a la ecuacién anterior obtenemos (usando que e o D = 0y que €(f.c) =
f(e)¥f € C*) que 2(D(e)) = €(c).

Teorema 3.21. Sea C una k-codlgebra coconmutativa local tal que existe D : C' — C una coderi-
vacion y x € C* verificando x(D(c)) = €(c). Asumamos que Q C k, entonces

C = C ® sh(x)

donde C es la codlgebra Ker(x.) = C/Im(D)y sh(z) denota la codlgebra shuffle en un generador:
sh(z) = ®p>ok.a™, con comultiplicacion definida por A(z") = >, (7)z' @ 2"

()
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Demostracién: Denotemos por e al tnico elemento de tipo grupo de C. Dado t € C*
que verifique t(e) = 0 tenemos que la multiplicacién por ¢ es localmente nilpotente pues
C = U, N A" k.e y t" se anula sobre A"k.e, por lo tanto, estd bien definido el siguiente
operador lineal:

E(Dt): C - C

Dn
CHZF(t C
n>0

Mas atin, puede chequearse (verificando sobre cada A"k.e) que es un morfismo de codlge-
bras.
Como vale la féormula z 0o D = ey 2.D(c) = D(x.c) + (xz o D).c tenemos que

[.1'., D] = idc

donde . denota el operador multiplicacién por .
Definimos E := E(D,—x) : C' — C (siz(e) # 0 cambiamos a = por x —z(e).€). Notamos
que si z.c = 0, entonces E(c) = ¢y por lo tanto ¢ € Im(E), reciprocamente, si ¢ = E(d)

para cierto d, entonces
Dn
r.c= Zx.(—l) oy —(2".d)
n>0

Al valer [z., D] = id se prueba por induccién que que [z, D"] = n.D" ! y por lo tanto se
obtiene la férmula

v B(d) = Y12y -1 M ) -

n>0 n>0
= E(x.d)— E(z.d) =0

por lo tanto Im(E) = Ker(x.).

Como consecuencia de esto, tenemos también la férmula E(E(c)) = E(c) para todo
¢, pues E(c) € Ker(x.) y habfamos visto que si un elemento estaba en el ntcleo de x.
entonces quedaba fijo por E. Claramente E(c) — ¢ € Im(D), y por lo tanto Im(D) C
Ker(E) (pues E* = E). Por otro lado, si E(c) = 0 entonces ¢ = — ). ., 2-(z".c) con
lo cual ¢ € Im(D), o sea que Im(D) = Ker(E). Tenemos entonces los isomorfismos de
codlgebras

C/Im(D) =C/Ker(E) = Im(FE) = Ker(x.)

Se definen los siguientes morfismos, que serdn uno el inverso del otro:

¢:C — C @ sh(x)

c— g Th.cR "

n>0
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¢ :C @ sh(z) — C

Dn
Zﬁ@ " Z FE(cn)
n>0 n>0
(notar que ambas sumas son siempre finitas) Ver que son morfismos de coalgebras es
solamente verificacion. Para verificar que uno es el inverso del otro primero se obtienen
inductivamente férmulas de conmutacién entre z”. y D™ (que son las férmulas de con-
mutacién del dlgebra de Weyl, ya que [z., D] = id) y se utiliza la férmula combinatoria

2k —1)¢
> im0 ﬁ = 0.

Observacion: Si Ker(z.) = k.e, lo que hemos demostrado es que C' = sh(z). Ademas, si
C' es suave, C' hereda la propiedad de suavidad, pues tenemos un morfismo £ : C' — C
que restringido a C' es la identidad.

Estamos ahora en condiciones de demostrar el teorema de estructura:
Demostracién: (del Teorema 3.19) consideramos C' una codlgebra coconmutativa suave,
entonces (), es C-inyectivo, como C ademds es local se sigue que todo inyectivo es libre,
por lo tanto se estd en las condiciones del Lema 3.20. Demostraremos el teorema por
induccion en la dimensién de (k.e A k.e)/k.e.

Supongamos que (k.e A k.e)/k.e = 0. Como C es local, C' = U,~g A" k.e. Pero A" tk.e =
k.e N (N'k.e), y como (k.e A k.e)/k.e = 0 se sigue k.e A k.e = k.e lo cual implica inductiva-
mente que A"k.e = k.e, por lo tanto C' = k.e

Supongamos que Q} = C", de nuevo por el Lema 3.20 y el Teorema 3.21 tenemos que
C = C®sh(z), con C local y suave, entonces Qlé >~ O, donde #I = dim((k.engk.e)/k.e).
Es claro que k.e Az k.e C k.e A¢c k.e y ambos espacios contienen a e, luego #I < n. Por
otrolado,e®x € k.e A\c k.e pero e® x ¢ k.e Ag k.e, por lo tanto #1 = r < n. Por hipétesis
inductiva se sigue que C = sh(zy,...,x,)y en consecuencia C' = sh(zy,...,z,, z). Notar
que Q4o = sh(z,. . @, 2) ! porlotantor =n — 1y C = sh(zy, ..., z,) donde
n = dimy((k.e \¢ k.e)/k.e).

Los elementos k.z1®- - -®k.x,, son exactamente los elementos primitivos de sh(xy, . .., z,)
y se tiene la identificacién sh(xy,...,x,) = sh(Prim(sh(xy,...,z,))), por lo tanto pode-
mos caracterizar a C como C = sh(Prim(C)).

3.7. Hoch*y codlgebras suaves

Dada una codlgebra coconmutativa C, la relacién entre las propiedades de Hoch* y la
nocién de suavidad es bastante estrecha, ya que Hoch* esta relacionado con las coderiva-
ciones como lo muestra la siguiente proposicién:

Proposicion 3.22. Sea C una k-codlgebra coconmutativa arbitraria, entonces Hoch*(C') = Q.
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Demostracién: una vez definidos morfismos en los dos sentidos, la prueba de que uno es
el inverso del otro es inmediata.

Recordamos que si C' es coconmutativa, Hoch'(C) = Ker(b : C®?* — C®3) ya que
0=A-A?=0b:C — C®2

Sea v : C®? — C'®? definido por

@y — Az)e(y)

Por la coasociatividad, 7[ac) = 0, por lo tanto v define un morfismo del cociente Lo =
(C ® C)/A(C), y restringiendo a los elementos simétricos de L se obtiene un morfismo,
que también llamamos 7:

v QL — C%2

Veamos que Im(y) C Hoch'(C):
Sea 1 ® y € 2} (suma sobre-entendida). Como ), es cosimétrico, tenemos que
LY T =T QY1 @ Yo
aplicando v ® id obtenemos que
(%) QY1 — (Y)W =TQY QY — 11 Q1Y

Recordamos que el diferencial b : C*? — C'®? est4 definido por

be®d) =c1RcRd—c®d; @dy + o AR ¢y,
luego

bl @y —e(y)Ar)) =21 Q12 @y — T QY1 © Yot

2y @Y @ w1 — e(y) (11 @ @ 13 — 11 @@y @ T3+ 1 @ Ty © 3)

Si utilizamos la ecuacién (x) podemos concluir facilmente que b(z ® y — e(y)A(z)) =0y
por lo tanto v : Q% — Hoch'(C).

Definimos ahora v’ : Hoch'(C) — Q} como
Y(E®y) =r®y

Lo tnico que hay que chequear es que Im(y') C Qf, lo cual es un calculo similar al
anterior. Sabiendo que vy que 7' estdn bien definidas esté claro que una es la inversa de
la otra.

Sea C una codlgebra coconmutativa suave, supongamos que todas sus codlgebras sim-
ples son de dimensién uno (lo cual siempre es cierto si k = k), entonces C' = @,;c;C; don-
de I indexa el conjunto de subcoalgebras simples de C'. Sabemos ademads que cada C; es
suave (y local) y llamemos e; al dnico group-like de C;. Si asumimos dimy(k.e; A¢, k.e;) =
dimy(k.e; \ck.e;) < ooy char(k) = 0, entonces C; = sh(z, ... x,, donde n; = dim((k.e;Ac
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k.e;)/k.e;) y el calculo de Hoch™(C;) ya ha sido realizado, tenemos que Hoch"(C;) = C’Z( " ),
en particular Hoch"(C;) = 0 Vr >> 0. Por otra parte, gracias al Corolario 5.7 del Teorema
de escisién, sabemos que Hoch™(@;e;C;) = @ierHoch™(C;), 1o que concluye el calculo de
las codlgebras coconmutativas suaves (sobre cuerpos algebraicamente cerrados de carac-
teristica cero, tales que para cada group-like e vale dimy(k.e A k.e) < o0). Este célculo
puede ser considerado como la dualizacién del Teorema de Hochschild - Kostant - Ro-
senberg para algebras que afirma que si A es una k-adlgebra esencialmente de tipo finito
(i.e. A = S7!'B donde B es una k-algebra conmutativa de tipo finito) y &k es un cuerpo
perfecto, entonces A suave implica H H,(A) = Q*(A).

Asumamos por el momento char(k) = 0y k = k. La condicién de que para cada
elemento tipo grupo e, dimy(k.e A k.e) < oo puede ser vista como el andlogo a que un
algebra sea localmente finitamente generada. Si C' es suave y sabemos que existe una
cota para {dimy(k.e A k.e)}ccq(c) en donde G(C) denota los elementos de tipo grupo de
C, tenemos que Hoch”(C') = 0 para r >> 0. Hacemos la siguiente conjetura, cuyo interés
radica en que provee de un teorema de estructura a partir de propiedades cohomolégicas:

Conjetura 3.23. Sea k un cuerpo de caracteristica cero, C' una k-codlgebra coconmutativa tal que
existe n > 0 con dimy,(S N\ S) < n para toda subcodlgebra simple S. Entonces C' es suave si y sélo
si Hoch” (C') = OVr > n.

Notamos que la hipétesis de k algebraicamente cerrado no es esencial pues dada C

una k-codlgebra, entonces O’ := C'®;k es una k-codlgebra, y Hoch*(C'|k) = Hoch*(C|k)®y
k.

42



4. Homologia ciclica

Los resultados expuestos aqui han sido publicados en [F-S 99b].

La homologia ciclica de dlgebras sobre un anillo comutativo k es una herramienta po-
derosa en el estudio de dlgebras, tanto ‘topoldgicas” (anillos de funciones C'*°) como ‘alge-
braicas geométricas’ (anillos de coordenadas de variedades afines) o ‘algebraicas aritméti-
cas’ (anillos de enteros de cuerpos numéricos, etc.) y en general, en cualquier aplicacién
que se relacione con la K-teoria, pues la homologia ciclica viene siempre provista de un
cardcter de Chern. En el ejemplo de anillos de funciones (C*°, funciones polinomiales) la
homologia ciclica recupera (en el caso suave) invariantes que tienen que ver con la to-
pologia més que con la geometria, més precisamente, si con la homologia de Hochschild
se recuperaban las formas diferenciales, con la homologia ciclica se recupera la cohomo-
logia de De Rham. La homologia ciclica contiene a su vez, diversas operaciones andlogas
a operaciones de la geometria diferencial, como la derivada de Lie y el diferencial exterior
de De Rham dando lugar de esta manera a un ‘calculo diferencial no-conmutativo’ para
anillos cualesquiera, como por ejemplo anillos que sean productos cruzados, o subanillos
de 4lgebras de operadores.

La motivacién de contar con una homologia ciclica para coalgebras viene del hecho de
que las categorias de comoédulos existen en abundancia. Sabemos, a partir del trabajo de
Takeuchi [Tak 77a], que toda k-categoria abeliana de tipo finito (ver [Tak 77a]) es equiva-
lente a la categoria de comédulos sobre una codlgebra (la codlgebra de coendomorfismos
de cualquier objeto quasi-finito inyectivo co-generador). Encaramos la homologia ciclica
de codlgebras como una manera de definir invariantes categéricos calculables, y tam-
bién esperando que de ésta manera se esté mas cerca de una definicién de K-teoria para
coalgebras, que atin no existe.

Comenzaremos entonces con la definicién, y demostraremos sus propiedades funda-
mentales, a saber:

» Sucesion exacta larga que la relaciona con Hoch" (SBI)
» [nvariancia Morita - Takeuchi.
» Un teorema de escision a la Wodzicki.

Luego de dar la definicién, comentaremos el ejemplo de la codlgebra tensorial 7'V, y
luego el ejemplo de la coalgebra topolégica D(X), en donde naturalmente recuperamos
la cohomologia de De Rham. Hacemos notar que el teorema original de De Rham queda
expresado més naturalmente en estos nuevos términos, pues relaciona la cohomologia de
las corrientes (duales de las formas diferenciables, que se identifica con Hoch™(D(X)) con
la cohomologia singular (dual de la homologia singular), en el lenguaje de codlgebras, el
teorema de De Rham relaciona Hoch*(D(X)) con la homologia singular, dos teorias que
se definen en si mismas, sin necesidad de dualizacién de una teoria previa.
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4.1. Cohomologia ciclica de coalgebras

De manera analoga a la homologia ciclica de algebras, definimos la homologia ciclica
de codlgebras a través de un complejo doble, damos a continuacién la definicién de los
operadores que intervienen en ese complejo:

Definicién 4.1. Sea C' una codlgebra topolégica (incluimos a las codlgebras usuales poniéndole

la topologia discreta), y sean cq, . .., c, € C. Las siguientes formulas nos proveen morfismos bien
definidos (después de extender por linealidad y continuidad):

» El morfismo ciclico T : C®™ — C®" definido por T'(c1, ..., cn) = (C2,...,CnyC1) Y
t:C® — C® t(cy, ... cn) = (=1)"ea, .. cny 1) = (1) T ey, ... cp).

w El diferencial de la resolucion standard b' : C*" — C®"1,
Vicy,...,cp) = Z(—l)”l(cl, o A(G), )
=1
w El diferencial del complejo que calcula Hoch™, b : C®" — C®"1)
bcr, ... cn) =V(ct, .. cn) + (=1D)"T(Alcy), cay ..., Cp)
s Lanorma N : C®" — C®", N(cy,...,co) = S ticr, ..., cn)

Enunciamos el siguiente lema, cuya primera parte dice en particular que el siguiente
diagrama es un complejo doble:

b v b
*ok .
C (C) . - C®3 < 3 — C®3
b v b
®2 ®2 ®2
1—t C N C 1—t C
b - b
g (=07 C

donde CP1(C) = C®* ! parap,q > 0, (1 —t) : CP* — CP2atl y N . CP2atl — CP2a+2,
Lema 4.2. Dada una k-codlgebra C:
1. Son ciertas las siguientes igualdades:
n =0

L] tg®n - Zd
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n (1-t)N=N(1-1)=0
s (1—t)b=V(1—1t)
x NV =bN

2. Sichar(k) =0, las filas de C**(C') son aciclicas, excepto eventualmente en grado cero, por
lo tanto la homologia del complejo total asociado al complejo doble C**(C') es la homologia
del subcomplejo (Ker((1 —t) : C*° — C*1),b).

3. Las columnas impares del bicomplejo (las que tienen a —b' como diferencial) son aciclicas.

Definicién 4.3. La cohomologia de Tot(C**(C')) serd denotada HC*(C') y serd llamada la coho-
mologia ciclica de la k-codlgebra C.

4.2, Sucesion SBI

La aparicién explicita en la definicion de HC*(C') del complejo que calcula Hoch*(C)
sefiala una estrecha relacién entre las teorfas Hoch* y HC*, de hecho HC®(C) = Hoch"(C).
En general, para grados superiores se tiene la siguiente relacion:

Proposicién 4.4. Existe una sucesion exacta larga del tipo SBI:
.. — HC™(C) =% HC""*(C) —! Hoch"™*(C) —? HC"(C) — ...
La demostracién consiste en considerar la sucesién exacta corta de complejos dobles
(x) 0 — C™(C) — C*(C) — Coker™ — 0

donde C**(C) es el subcomplejo cuyas dos primeras columnas son nulas:

b -’ b
- C®5 0 0 C®3 - C®d
’ y por lo tanto Coker** es: - ’
O 00 O < O
b -’ b
—C 0<~—0 C~——0C

Esta sucesion exacta corta induce una sucesioén exacta larga en cohomologia y luego
utilizamos el hecho de que la columna con diferencial —b' es aciclica, y por lo tanto pode-
mos usar el Lema de eliminacién de complejos aciclicos (ver [Lo 92]), que asegura que la
cohomologia del complejo Coker™ es Hoch™(C').

Observaciones:
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1. Siconsideramos codlgebras que no sean necesariamente counitarias (es decir, (C, A :
C —-C®C), perosine : C — k) y definimos la cohomologia ciclica como la coho-
mologia del complejo doble anterior Tot(C**(C)), vemos que la teoria intermedia
que reemplazaria a Hoch" en la proposicién anterior es la cohomologia del complejo
total asociado al complejo doble con las dos columnas, la que tiene el diferencial b y
la del —b', que no tiene por qué coincidir con Hoch" porque en este caso el complejo
formado por la columna 1 no es necesariamente aciclico. Veremos mas adelante que
esa es naturalmente la buena definicién de Hoch” en el caso no counitario.

2. Como estamos considerando coalgebras counitarias, el diferencial V' es aciclico, se
puede usar el Lema de eliminacién de complejos aciclicos, y definir entonces de
manera equivalente la cohomologia ciclica a través de un complejo doble triangular.
En los ejemplos TV y D(X) usaremos la version ‘triangular’; de cualquier manera,
preferimos esta definicién ‘cuadrada’ porque es la definicién adecuada tanto para
el caso counitario como para el no-counitario.

4.3. Elejemplo TV

Aqui calcularemos HC*(T'V') donde V' es un k-espacio vectorial cualquiera, la estruc-
tura de codlgebrade TV =}y, V*" estd dada por

n

Avy, ..., v) = Z(vl,...,vi) ® (Vi1 -+, 0n)

=0

donde v; € V, i =1, ...,n, y por convencién vy = v,4; = 1. La counidad esta definida por
€(vy,...,v,) =0sin > 1y el = id.

Recordamos que gracias a una resolucién pequefia de TV como (7'V')*-comédulo, el
Corolario 2.4 y 2.5 (Corolario 2.9 y 2.10 de [F-S 98a]) nos dice que Hoch™(T'V') puede ser
calculada como:

Paran # 0,1y para cualquier T'V-bicomédulo M:
(1) H"(M,TV) = Hoch™(M,TV) =0
y si dimg (V') > 2 (incluso podria ser dimy (V') = oo):
(2) Hoch®(TV,TV) =TV’

(3) Hoch*(TV,TV)=1TV,

donde si (V)7 es el espacio de invariantes de V®" bajo la accién de Z/nZ (el genera-
dor o de Z/nZ actia en V" bajo la férmula o (v; ... v,) = v,v; ... v,-1) entonces TV? =
@D,.»o (V™). De manera analoga denotamos 7'V, a los coinvariantes.
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El célculo de HC*(TV') se basa en construir un complejo $**(7'V') cambiando las co-
lumnas del complejo triangular por el complejo anterior més sencillo que calcula Hoch”,
y cuyo complejo total calcula HC*(C'):

TV ~LVverTy 0
Tla

SHTV) = TV ~—"-V@TV
l—0o

TV

donde P(v ® (wy,...,wy,)) =
:(U7w17"‘7wn)+(wnavaw17w27"‘7wn—1)
+(wn—17wnav7w17w27"'7wn—2)+"'+(w17”'7wnav>

Observacién: la cohomologia de la columna n-ésima de este complejo es Hoch*(TV)[n],
por lo tanto, en caso de haber un morfismo de complejos dobles entre este complejo y el
complejo B,.(TV) (que calcula HC*) que induzca un isomorfismo en la cohomologia de
las columnas, el morfismo es necesariamente un quasi-isomorfismo.

Lema 4.5. Existe un morfismo de bicomplejos S**(T'V') — B**(T'V') que induce un isomorfismo
en la cohomologia de las columnas.

Demostracién: exhibiremos aqui el morfismo sin demostrar que cumple con lo pedido,
para la demostracién completa ver [F-S 99b].
Consideremos
wd: TV =TV

P VeTV TV TV
VR (wyy. .., wy) — 1@ Po@wy, ..., wy,)

El morfismo S**(T'V)) — B**(TV) inducido por (id, j) es el morfismo de bicomplejos de-
seado.

Proposicién 4.6. Con las notaciones anteriores:
1. HCTV) = Hoch®(TV) =TV°
2. HC*™TV)=TV°/P(TV),sin > 1.
3. HC*" Y TV)= Ker(P)/Im(1— o)
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O, mds compactamente:

Vn>0 HCYTV) =P H.(Z/KZ, V)

k>0

por lo tanto en caracteristica cero, HC™(T'V') = 0 para todo n > 1.

4.4. El ejemplo D(X)

Mostraremos aqui cémo es que se recupera la cohomologia de De Rham de una varie-
dad compacta X a partir de la cohomologia ciclica de D(X). Compararemos primero el
diferencial que proviene de la sucesion SBI con el diferencial exterior de De Rham.

Observacién: La composicién o B induce un morfismo [oB : Hoch"t'(C) — Hoch™(C) de
cuadrado cero. Si C' = A, [oB corresponde a la traspuesta de Bol : HH,(A) — HH,.1(A)
(donde By I denotan los morfismos correspondientes a la sucesién SBI para las algebras).
Siademds A es tal que HH,(A) = Q"(A) para todo n € N (por ejemplo cuando X es una
variedad diferenciable compacta y A = C*°(X)) entonces Bo I = d : 0"(A) — Q" (A) es
el diferencial de De Rham. Puesto que en el caso C' = A’ vale la igualdad Hoch"(C') = Q,
y como ¢, = Q"(A)’, entonces el siguiente diagrama es conmutativo:

Hoch"(C) L2~ Hoch™(C)

d*
Qg+1 Q%
donde d* denota el morfismo correspondiente a d.

Para describir HC*(C') en términos de H},(X; k) consideramos los siguientes morfis-
mos entre los bicomplejos B**(C) y B**(Q¢):

bT bT b OT OT 0
C~—F— O <—— (%3 C~—F— Q=70
bT b 0 0
C~—F— (%2 % C~— QL
b 0
C C
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donde QF = Q"(A), C®" = (A®"), b= (ba)*, B = (Ba)* y ™y 7 son respectivamente los
morfismos traspuestos a los morfismos definidos por:

ASL O (A)
1
(a07a17"'7an) = ZFGOd(al)}A "'ﬁ\d(an)

Q"(A) — AL

apd(ay) A -+ Nd(ap) — Z sgn(o)(ag, Go(1); - - -, Go(n))
oE€Sn
La columna de la derecha de ambos complejos calcula Hoch™(C'), por lo tanto, tomando
B<,(C) y B<,(Q¢) como los bicomplejos que consisten en las primeras n columnas de
B*(C) y B**(Q¢) respectivamente, se tiene una sucesion exacta corta de complejos

0——> Bepy1(C) — Benia (C) ——C*(C) —0

~ ~ /
”n+117fn+1 w;]m ﬂo[ﬂo

00— Bep1(Q0) — B<ni1(Qe) —=C*°(Qc) — 0

donde g§n+1 denota al subcomplejo de B<, 11 con ceros en la columna de la derecha. Si
inductivamente suponemos que g§n+1 Ay g§n+1 (Q2¢) son quasi-isomorfos, como C*°(C)
y C*%(Q2¢) son quasi-isomorfos, entonces, por el Lema de los cinco, B<,,+1(C) y B<,11(Q0c)
resultan también quasi-isomorfos. Como la cohomologia del complejo total coincide con
el limite inverso de las sohomologias de estos complejos, hemos demostrado que B**(C)
y B**(£2¢) son quasi-isomorfos.

Observacion: En este ejemplo también hemos utilizado el Lema de eliminacién de com-
plejos aciclicos para asi usar T'ot(B**(C')) en vez de Tot(C**(C')) en el calculo de HC*(C).

Como consecuencia de que B**(C') y B**({)¢) sean quasi-isomorfos se tiene que HC"(C) =
Ker(d}) ® H,—2(Q25) & H,—4(Q) & . . .. Los grupos H,,(25) = H,((2*(A)") fueron descrip-
tos por De Rham en su trabajo Relations entre la topologie et la théorie des intégrales multiples
[DeR], como la homologia singular (con coeficientes reales o complejos) de la variedad X.
Notamos aqui que en el articulo original de De Rham, el interés estaba en la cohomologia
de Q*(X)' (las corrientes) y no en 2*(.X) (las formas diferenciales).

Mas alla del teorema de De Rham, notamos que los morfismos explicitos entre (H,,(2;.))’
y H,(2*(A)) pueden ser obtenidos de la manera siguiente:

v H'(Q(A)) — (Ho(Q5))

W] = ([¢] = o(w))
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v Hy () — (Hn(Q*(A)))/
[2] = ([w] = z(w))

Podemos demostrar la suryectividad de v de manera elemental: Dada w : H,(2;,) — C
una funcién C-lineal y continua, como H,(Q2}.) = Ker(d})/Im(d},_,), considerando w o
7 . Ker(d;) — C (donde 7 es la proyeccién al cociente), w o m se anula sobre Im/(d}_,).
Como Ker(d}) es un subespacio cerrado de 27, el teorema de Hahn-Banach nos asegura
que existe una extension lineal y continua de w que llamaremos w : Qf — C. Se tiene
w e (Q) = Q*A)" = Q"(A). Por otro lado, el elemento @ es un cociclo de De Rham
puesto que d(w) = W o d* = W|ger(ar) © d* = womod* = 0. A suvez, (W] se mapea en w
porque [W]([¢]) = ¢p(@) = W(¢) = (wom)(¢) = w([¢]) (donde la tercera igualdad es valida
porque ¢ € Ker(dy)).

Veamos también que vy es sobreyectiva:

Dado = : H*(Q2*(A)) — C, si p es la proyeccion Ker(d,) — H"(£2*(A)) entonces z o p :
Ker(d,) — C.Nuevamente por el teorema de Hahn-Banach, zop se extiendea z : Q2"(A) —
C,zZ € (1"(A)) = Qp. Falta ver que z es un cociclo que se mapea en z:

d'(Z) =Zod =Z|kerq0od=20pod=0

y
2] = ([w] = Z(w) = 2(p(w)) = 2([w]))

Como 7 es sobreyectiva, el morfismo traspuesto 7' es inyectivo. Tenemos

H(Q(A))" L H, (O

H"($(A))

luego +' es sobreyectivo, ya que v lo es. Notar que el teorema de De Rham implica que
H™(QY*(A)) = H} (X)) es un espacio Hausdorff, lo que equivale a la inyectividad de j4, y
por lo tanto v es un isomorfismo.

Podemos obtener resultados particulares sin utilizar el teorema de De Rham: es claro
que (2*(A) es un espacio Hausdorff ya que es un sumando directo de A" para algtinr € N
(Q2"(A) es A-proyectivo de tipo finito) y por lo tanto HH,(A) = Q"(A) es Hausdorff.
Como HCy(A) = HHy(A) = A, se tiene que HCy(A) es Hausdorff. También HC'(C') es el
ntcleo de un morfismo entre dos espacios Hausdorff, por lo tanto HC*(C') es Hausdorff.
Lo mismo sucede para HC'(A) y en consecuencia para H},;(X) ya que este tltimo es un
subespacio del anterior.

Por la sucesién SBI para dlgebras, se tiene un morfismo sobreyectivo HH;(A) —
HC1(A), y por lo tanto una inyeccién (HC,(A)) — (HH,(A)) que es una inmersioén ya
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que HC,(A) tiene la topologia cociente de H H;(A). Tenemos entonces un epimorfismo
HH,(A) = HH,(A)" — HC,(A)". Por otro lado, considerando el diagrama:

;

HC()(A)" . HHl(A)" —>H01(A)” E—

La fila de arriba es siempre exacta, la de abajo es exacta en HC;(A)". Por el Lema de
los cinco, j es un isomorfismo algebraico, en particular es inyectivo, luego HC,(A) is
Hausdorff. Notamos también que (Q"(A)/dQ"'(A)) = Ker(d*). Entonces HC™(C) =
(Q*(A)/d 1 (A)) ®(@i=1) HPE,(C)) (esta expresion es igual a (HC,(A)) cuando H™(*(A))
es Hausdorff).

El morfismo S es facilmente descriptible:

S HO(C) HC™2(0)

Ker(dy) @ @oqg[g] HP%,(0) Ker(dy ) ® @0<i§["7+2] HP%,(C)

Bajo esta identificacién, el morfismo S es la proyeccién Ker(Q%H — Q2) — HPE(X)
en la primera coordenada, y la identidad de H?%, (X) en las otras coordenadas.

Paran = 1, HC'(C) = HC(A). En caso de que X sea una variedad orientable de
dimension r, fijando un elemento de volumen se tiene la dualidad = : Q%(X) — Q" *(X).
En este caso H},j, (X) también es Hausdorff, y podemos utilizar la homologia de las co-
rrientes para hacer descripciones del siguiente tipo:

Supongamos que el operador V? = xdxd : A — A es sobreyectivo (por ejemplo cuando
X C R" es un dominio acotado con 9(X) suave) y sea w € Q'(X). Si consideramos la
ecuacion

(d(w"))" = V*(f)

como V? es sobreyectivo, esta ecuacion tiene una solucién f, entonces d(w*) = d((df)*).
Si Hj,p(X) = 0, entonces existe n € Q" ?(X) tal que dn = w* — (df), aplicamos entonces
%, que es involutivo, obteniendo w = (dn)* + d]?. Estos argumentos son suficientes, en el
caso de tener una variedad Riemanniana de dimensién 3, para decir que todo campo de
vectores se puede escribir como un gradiente méas un rotor (después de identificar a los
campos con las 1-formas utilizando la dualidad Q*(X) = Q'(X)).

En el caso de las corrientes, como H,(Q2) = (Hpi(X)), el primer espacio es nulo
si y solo si el segundo lo es (puesto que H}, r(X) es Hausdorff). Una vez identificado el
diferencial d.., del complejo ¢ con el diferencial (x o dpg)’, los argumentos del parrafo
anterior pueden repetirse, ya que C' = A’y los morfismos I, B, S son los traspuestos de

los morfismos I, B, S que relacionan HC,(A) y HH,(A).
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4.5. Invariancia Morita - Takeuchi

Una de las propiedades mas importantes de Hoch™ y H* es que son invariantes por
equivalencias Morita - Takeuchi, en esta seccién demostraremos lo mismo para HC*. Ha-
cemos notar que para el caso de dlgebras, la invariancia Morita de la homologia y cohomo-
logia de Hochschild fue demostrada por Dennis - Igusa [D-I 82]. Esta demostracién daba
un morfismo de traza para el caso particular de tener las dlgebras Ay M, (A). En el caso
genérico de dos algebras Morita - equivalentes A y B, se sabia que HH,.(A) = HH,.(B)
y que HH*(A) = HH*(B), pero no se contaba con un morfismo explicito. La demostra-
cién de la invariancia de HC, para el caso de algebras fue hecha independientemente por
C. Kassel [Ka 88] y McCarthy [McC 88]. McCarthy no demuestra la invariancia de HC,
en forma directa sino utilizando la sucesiéon SBI y el hecho de la invariancia Morita de
H,. Para ésto se necesita un isomorfismo explicito entre H H,(A) y HH,(B) y otro morfis-
mo explicito entre HC,(A) y HC.(B) , que sean naturales con respecto a la sucesién SBI.
La demostracion de Kassel es més abstracta, utiliza la cohomologia ciclica bivariante y
muestra que el funtor de la categoria de k-dlgebras asociativas y morfismos de algebras
en k-moédulos dada por la homologia ciclica se factoriza por la categoria cuyos objetos son
k-algebras asociativas pero cuyos morfismos son, dadas dos k-dlgebras A y B, las clases
de isomorfismo de A-B-bimédulos B-proyectivos de tipo finito. La equivalencia Morita
induce entonces una HC-equivalencia, es decir que se tienen elementos en HC"(4, B) y
HC°(B, A), uno el inverso del otro, y esto implica el isomorfismo entre HC*(A) y HC*(B).
La demostraciéon que daremos nosotros sigue las ideas de McCarthy en el sentido que uti-
liza la sucesién SBI, sin embargo, el morfismo de McCarthy es un tanto complicado, y no
es facilmente dualizable. La exposicién que daremos aqui es un poco diferente a la que
tigura en la literatura ([F-S 99b]), la idea que permite una simplificacién sustancial en la
exposicién (y que puede ser utilizada también para dlgebras) es el siguiente lema, junto
a una codlgebra intermedia adecuada construida a partir de dos coalgebras equivalentes
Morita - Takeuchi:

Lema 4.7. Sean C'y D dos codlgebras tales que existe un morfismo f : C' — D que respeta la
comultiplicacion pero no necesariamente la counidad (ie. Ao f = (f ® f) o A). Supongamos
ademds que este morfismo f induce un isomorfismo f* : Hoch*(C') — Hoch™(D), entonces f
induce un isomorfismo f*: HC*(C) — HC*(D)

Demostracién: Es claro que las definiciones de los complejos standard que calculan Hoch™
y HC”* no hacen uso de la counidad, s6lo hacen uso de la comultiplicacién A, por lo tanto
es claro que todo morfismo comultiplicativo induce un morfismo entre los complejos que
calculan Hoch™ y HC*,y por lo tanto induce morfismos entre f* : Hoch™(C) — Hoch*(D)y
f*+ HC*(C) — HC*(D). También es claro que f induce un morfismo entre las sucesiones
exactas cortas de la demostracién de SBI asociadas a C' y a D, luego, dadas las hipétesis
f*: Hoch™(C) = Hoch™ (D), el lema es consecuencia usar el lema de los cinco en la sucesion
SBI.

Lema 4.8. Sean C'y D dos codlgebras (algebraicas) equivalentes Morita - Takeuchi. Entonces
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existe una codlgebra E y dos morfismos comultiplicativos (pero no necesariamente counitarios)
fE—=C vyg:E—D
tales que f y g inducen isomorfismos en Hoch™

Demostracién: Exhibiremos la codlgebra E y los morfismos, la demostracion de que cum-
plen con lo requerido se encuentra en [F-S 99b].

Como C'y D son equivalentes Morita - Takeuchi, sabemos que la equivalencia entre
las categorias de C'-comdédulos y D-comédulos estd dada por PO-— donde P es quasi-
finito e inyectivo (tanto mirado como C'-comédulo, como mirado como D-comédulo), y
que D = eq(P). Tomamos E = ec(C & P).

El morfismo entre £ y C est4d dado por la proyeccién

E = €C(O@P) = hc(O,C)@hc(C,P) @hc(P,C)@hc(P,P) — hc(0,0) =
y el morfismo entre £ y D estd dado por la otra proyeccién:

Ezec(O@P)ghc(O,C)@hc(C,P)@hc(P,O)@hc(P,P)ﬁhc(P,P)gD

Utilizando la codlgebra intermedia que nos provee este lema, més el lema anterior,
obtenemos como corolario el teorema de invariancia:

Teorema 4.9. Sean C'y D dos codlgebras (algebraicas) que son equivalentes Morita - Takeuchi,
entonces HC*(C') = HC*(D).
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5. De las codlgebras no counitarias y de un teorema de es-
cisién a la Wodzicki para Hoch™ y HC*

5.1. Codlgebras no counitarias

En esta seccién consideraremos codlgebras que no son necesariamente counitarias, es
decir, espacios vectoriales C' junto con un morfismo coasociativo A : ¢’ — C ® C, y no
requeriremos que exista e € C* tal que (e®id)A = (id®e)A = id. Contar con una teoria no-
counitaria permite aplicaciones a situaciones en donde hay morfismos comultiplicativos
(eventualmente entre codlgebras counitarias) pero que no verifican necesariamente fe =
€.

Observamos que los complejos (C®*,b'), (C®*,b) y C**(C) tienen sentido en el caso no
counitario ya que sélo utilizan el morfismo A como dato.

Veamos primero que, como en el caso de algebras, el funtor olvido, de la categoria de
codlgebras counitarias en la categoria de coalgebras no counitarias admite un adjunto, en

particular, dada una codlgebra C, existird una codlgebra C' mds grande y un morfismo
de coalgebras C — C, universal con respecto a todos los morfismos de codlgebras con
dominio una coalgebra counitaria. Definamos entonces C:

Sea C' := C' & k como espacio vectorial, identificando C ® C = (C' & k) ® (C & k) con
(C®C)®C®C ok, definimos el coproducto por:

NAg:C—CeC
(e, A) — (Ac(c), e, e, N)
Se verifica facilmente que A es coasociativo, y que tiene counidad
e:C—k
(c,\) — A

Se verifica también que la proyeccién C' — C ((¢, A) — ¢) es un morfismo comultiplicativo.

Es claro que la asignacién C' — C es funtorial. Si ademés D es una codlgebra con
counidad y f : D — C es un morfismo comultiplicativo, existe una tnica manera de
definir un morfismo counitario f’ : D — C de tal manera que la composiciéon D — C—C
sea igual a f, pues al pedirle esto tltimo mads la counitariedad, la tinica opcién es definir
f'(d) == (f(d),e(d)). También es claro que sig : D — C es un morfismo de codlgebras
counitarias, entonces la composicién D — C — C es un morfismo comultiplicativo entre
Dy C,y estas dos construcciones son reciprocas, es decir:

H 0mCoa1g—counit<D C)=H 0mCoalg-nocounit<D ,0)

para toda codlgebra counitaria D.
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Para una codlgebra no necesariamente counitaria C' y un bicomédulo no necesaria-
mente counitario M se definen las siguientes teorias de cohomologfa:

Hoch},.(M,C) :== H*(M @ C®*, V)
Hoch’,

naive

Hoch*(C) .= H* (Coker((k®*,b) — (C®, b)))

(M, C) = H"(M @ C*,b)

donde por bicomédulo no necesariamente counitario entendemos un espacio vectorial A/
provisto de dos morfismos coasociativos p~ : M - C@Mypt: M —- M C.SiM =C,
Hochy,, (M, C') se denotara Hoch;,,(C), idem para Hoch,, ;.-

Con el objetivo de poder sustituir algunos de los complejos de la definicién anterior
por otros mas convenientes en la demostracién del teorema principal de esta seccidn,
demostraremos el siguiente lema, que es el analogo -en el contexto de codlgebras- al del

cambio de la resolucién standard por la resolucién normalizada.

Lema 5.1. Sea (D, A, €) una codlgebra counitaria y denotemos con D C D al niicleode e : D — k.
Entonces

1. (D® DY, b) es un subcomplejo de (D @ D®*,b).

2. Lainclusion de complejos (D ® D", b) — (D ® D®*,b) induce un isomorfismo en homo-
logia.

Demostracién: ver que (D®5®*, b) es un subcomplejo es un célculo directo, demostremos
que la inclusién es un quasi-isomorfismo.

La prueba es por induccién en el grado, usando una composicién iterada de inclu-
siones, cada una de la cual es un quasi-isomorfismo. Mds precisamente, dado p > 1,
consideramos la inclusién del complejo de la primera fila en el de la segunda:

b — b b — b — b — b
DHD@-DH“'HD@D®p4>D®D®p+1%D®2®D®p+1%u'

| T T

| | | |

0 0 0 D®k’®b®p4b>D®2®k®b®pb4>"'

en donde también hemos escrito el contcleo. Ahora calcularemos el dﬁerencial inducido
en el conucleo. Sea (dy, ... ,d,,1,¢cy,...,c,) be an element of D*" @ k ® D% yseax € Dun
elemento de D tal que ¢(x) = 1, entonces

b(dy,...,dp1cr,. .. ) = (id® @ e®id®®)(b(dy, . .., dp 2,01, ,0p)) =
=V(dy,...,d)®1Rc®...Qc¢
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Esto prueba que el conticleo es aciclico (pues para una codlgebra counitaria, el complejo
(D®*,b') tiene € ® id como homotopia de contraccién) y por lo tanto la inclusién es un
quasi-isomorfismo. Si denotamos por F), al subcomplejo de la primera fila del diagrama,
tenemos una sucesion de inclusiones Fy C Fy C Fy, C -+ C (D ® D®*,b). Si queremos
calcular la cohomologia del complejo D ® D" en grado n, basta calcular la cohomologia
de F, ;1 en ese grado, y lo que hemos probado es que este complejo es quasi-isomorfo al
complejo original (D ® D®*,b).

Corolario 5.2. Con la definicion de esta seccion de Hoch™(C'), estos grupos de cohomologia pueden
ser calculados como la cohomologia del complejo total asociado al siguiente complejo doble:

b b

C —bs o2 C®2
J/o—1—t ll—t ll—t
oY 22 v 2 v

Demostracién: Delinearemos la idea general, para los detalles, ver [F-S 99b].

Observamos primero que C' = C'y k = 0. Como Hoch*(C) = H*(Coker((k®*,b) —
(C®*,b))) el resultado se sigue de hacer el célculo de este conticleo utilizando las reso-
luciones reducidas. Notar que si C' es una codlgebra counitaria, este corolario muestra
también que las dos posibles definiciones de Hoch™(C) (viendo a C' como codlgebra cou-
nitaria, u olvidando la counidad de C'y viendo a C' como no counitaria) coinciden, pues
para C counitaria (C®*, ') es aciclico.

5.2. Codlgebras [-counitarias

Observaciones: 1. El complejo doble del Corolario anterior es exactamente el mismo com-
plejo doble que aparece en la demostracién de la sucesién SBL

2. Este complejo doble es el cono del morfismo 1 — ¢ : (C®*,b) — (C®*, V') (corrido en un
grado). Este hecho implica que hay una sucesion exacta larga relacionando las tres teorias
tipo Hoch definidas anteriormente, mas precisamente hay una sucesién exacta larga

1—t n

-+ —— Hochy*}(C) — Hoch™(C) — Hoch?! ;,..(C) — Hoch,.

bar naive

(C) —= -

3. La definicién de Hoch™ que dimos en esta seccién es un caso particular de la definicién

de una teoria relativa asociada al morfismo suryectivo C' — C. Para extensiones generales
damos la siguiente definicién:

Definicién 5.3. Diremos que una codlgebra C' (no necesariamente counitaria) satisface escisién
para Hoch, ..., si y s6lo si para cualquier sucesién exacta corta de codlgebras (no necesariamente

naive’

counitarias) y morfismos de codlgebras

0—-F—-D—-C—0
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el morfismo inducido (D®*,b)/(E®*,b) — (C®*,b) induce un isomorfismo en homologia, i.e.
Hoch} ...(D|E) = Hoch ...(C) (donde Hoch*(D|E) es por definicion H*((D®*,b)/(E®*,b)).

En el caso de codlgebras topoldgicas, pedimos ademds que la sucesion se parta sobre k (de manera
continua).

Nota: una sucesion 0 — £ — D — C — 0 como en la definicién anterior se llama exacta
si es exacta en tanto que sucesion de espacios vectoriales.

De manera anéloga diremos que C satisface escisién para Hoch*, Hoch,,, o HC*, don-
de HC™ estéd definida para el caso no counitario utilizando el mismo complejo que en el
caso counitario.

Observacién: Podria haberse definido HC; ;,. como la cohomologia del complejo C**(C)

y HC*(C') como la teoria de cohomologia relativa asociada a C: H*(Coker(C* (k) — C*(C)),
pero ambas definiciones dan la misma cohomologia. Este fenémeno debe su explicacién

a que ambas teorias satisfacen la sucesion exacta larga SBI, que relaciona HC*y HC} ;...
con la versiéon no-counitaria de Hoch™, y a que existe un morfismo canénico entre las dos
teorias, que es natural con respecto a la sucesiéon SBI. Luego el isomorfismo entre ambas
teorias se demuestra usando que HC® = HC?,, = Hoch®, y por induccién para los gra-
dos superiores, a través del lema de los cinco. Podemos observar también que, en lo que
a Hoch™ se refiere, el punto clave para poder pasar de Hoch™ a Hoch;, . depende de la

aciclicidad del complejo (C®*, 1), que es inmediata en el caso counitario.

Definicién 5.4. Sea C' una codlgebra (no necesariamente counitaria), diremos que C' es H-cou-
nitaria si y sélo si el complejo (C®*,b') es aciclico.

Notemos que counitariedad implica H-counitariedad. Enunciamos el teorema princi-
pal de esta seccidén, y luego comentamos los lemas que se necesitan para su demostracion:

5.3. El teorema de escision

Teorema 5.5. (Escision) Sea C una codlgebra no necesariamente counitaria, entonces las siguien-
tes condiciones son equivalentes:

1. C es H-counitaria.

C satisface escision para Hoch”

*
naive

C satisface escision para Hoch

. etz *
C satisface escision para Hoch,,,

SN

C satisface escision para HC*

Previo a los lemas para la demostracion de este teorema de escision, demostramos dos
corolarios, que en realidad son la motivacién principal del teorema:
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Corolario 5.6. Sea

c—t-c

[,k

DD
un diagrama conmutativo de codlgebras y morfismos de codlgebras donde iy j son suryectivos.
Supongamos que el morfismo inducido f : E = Coker(i) — Coker(j) es un isomorfismo de
coalgebras (no necesariamente counitarias). Un tal cuadrado serd llamado cuadrado de Milnor.

Si ademds suponemos que E es H-counitaria, entonces existe una sucesion exacta larga del tipo
Mayer-Vietoris

- — Hoch™(C) — Hoch™(D) & Hoch"(C") — Hoch"(D') — Hoch™t'(C) — ...
-— HC™(C) — HC™(D)® HC™(C") — HC™(D') — HC™(C) — ...

Demostracién: considerando las teorias relativas, se tienen las siguientes sucesiones exac-
tas largas:

.- —— Hoch™(C') —~ Hoch™(D) — Hoch™(D|C) — Hoch"+'(C) — - --
; lf’ g |

-« —— Hoch™(C") —> Hoch"(D') — Hoch™(D'|C") —= Hoch™(C") — - -

por la hipétesis de H-counitariedad, podemos sustituir las teorias relativas por no-relativas:
Hoch(D|C) = Hoch*(E) = Hoch™(D'|C")
Luego la sucesion de Mayer - Vietoris es una consecuencia formal del diagrama anterior;
el morfismo de conexién es la composicion en zigzag, subiendo con el morfismo (f) -
Corolario 5.7. Sean C;, i =1, ..., r codlgebras counitarias y sea C = ®]_,C;. Entonces
Hoch™(C) = @;_,Hoch™(C;)
HC*(C) = @] HC*(C)

Demostracién: por induccidn, es suficiente demostrar el corolario para r = 2, y esto sale
de considerar el cuadrado de Milnor

0*>01

Lk

02L>C'

Puesto que el conticleo de i; es (5 que es counitario, en particlar es H-counitario y pode-
mos utilizar la sucesiéon de Mayer - Vietoris, que da el isomorfismo deseado.

Pasamos ahora a enunciar los lemas que se usan en la demostracién del teorema prin-

cipal:
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Lema 5.8. Sea C una codlgebra H-counitaria,
0O0—-E—-D—C—0

una sucesion exacta corta de codlgebras y morfismos comultiplicativos y M un E-D-bicomédulo.
Entonces los morfismos de complejos inducidos por la proyeccion de D en C, (M ® D®*,b) —
(M ®C®*b)y (M @ D¥* V) — (M ® C®*, ) son quasi-isomorfismos.

Demostracion: la idea general es similar a la de la demostracién del lema 5.1 de sustitu-
cién del complejo standard por el complejo reducido, para los detalles ver [F-S 99b].

Como corolario de este lema, se demuestran los dos lemas siguientes:
Lema 5.9. Bajo las mismas hipétesis que el lema 5.8, las inclusiones
(F® E®" b)) — (E®D®*,b)y (E® E*,V) — (E® D% V)
SON quasi-isomorfismos.

Demostracion: ver [F-S 99b].

Lema 5.10. Asumamos las mismas hipotesis que el lema 5.8, entonces las proyecciones
(C® D% ,b) — (C®C% b))y (C® D%, V)— (CoC%)
son quasi-isomorfismos.

Demostracion: ver [F-S 99b]

Demostracion: (del teorema 5.5)
.= 3.y4

Consideremos 0 — F — D — (' — 0 una extensién de codlgebras y morfismos de
coalgebras donde C es H-counitaria, queremos probar que el morfismo (D®",b)/(E®", b) —
(C®",b) es un quasi-isomorfismo y lo mismo para los respectivos complejos con el dife-
rencial '

Considerando el diagrama de complejos:

00— (B ® E¥*,b) —= (D%, b) —= (D=, b) /(E®*,b) >v—> 0

OﬂE®£W&)>@@ﬁ) (C®;@ﬁ) 0
(C‘i“, b)

por el lema 5.9 el morfismo de la primera columna es un quasi-isomorfismo, luego (uti-
lizando un argumento tipo lema de los cinco) también es un quasi-isomorfismo la flecha
punteada.
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El morfismo de la parte de abajo de la tercera columna es un quasi-isomorfismo por el
lema 5.10. Los argumentos para el diferencial ¢’ son idénticos.

(3. and 4.) & 2. es una consecuencia de la sucesion exacta larga de la observacién 2. del
primer pdarrafo de esta seccion.

2. & 5. es una consecuencia de la sucesion SBI.

4. =1
Sabemos que C satisface escision para Hoch;,, y queremos ver que C' es H-counitaria.
Elegimos la extension

0=k—=C—=C—=0

Como ky C son counitarias, Hoch, (k) = 0 = Hoch}, (C), entonces
Hoch?, (C) = Hoch?, (C|k) = 0.

Para finalizar, basta ver 3. = 1.
Consideremos de nuevo la extension

0-k—C—=C—=0

naive naive naive(c‘ k)

y sabemos que hay una sucesioén exacta larga (de nuevo observacion 2. de esta seccién)
relacionando Hoch*(C), Hoch,,;,.(C) y Hoch,,,(C), por lo tanto podemos concluir que

naive

Hochy,,.(C) = 0, y esto es precisamente la definicién de H-counitariedad.

Por hipétesis Hoch,, (C|k) = Hoch?,;,.(C). Pero por definicién, Hoch™(C') = Hoch,
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6. Extension de la teoria al caso diferencial graduado

6.1. Coalgebras diferenciales graduadas

Una k-codlgebra diferencial graduada es una codlgebra en la categoria de k-espacios
vectoriales diferenciales graduados. La categoria de espacios vectoriales diferenciales gra-
duados sobre un cuerpo £ es una categoria monoidal, por lo tanto la nocién de coélgebra
en esa categoria tiene sentido.

Recordamos esta estructura monoidal: si V' = @,.7V, y W = @, zW, son dos es-
pacios vectoriales graduados, entonces V' ® W es un espacio vectorial graduado con la
graduacion (V @ W), = @pre=nVp @ Vs iV = (@,czVo,dv) Yy W = (@,czWa, dw)
son ademds objetos diferenciales, el diferencial en V' ® W se define como d(v ® w) =
d(v) ® w + (—1)"’lv ® d(w) donde v es un elemento homogéneo de grado |v|, y se extiende
este diferencial por linealidad.

Una codlgebra diferencial graduada es entonces un espacio vectorial diferencial gra-
duado C' = (@,c7Cy,dc) junto con un morfismo de espacios vectoriales diferenciales
graduados A¢ : C' — C ® C que es coasociativo y counitario.

Que A sea un morfismo de espacios diferenciales graduados dice que es un morfismo
graduado (i.e. A|¢, : C;, = @pi=nCp ® Cy) y que conmuta con el diferencial, tomando en
C ® C el diferencial del producto tensorial. En férmulas, esto dice que sic € C,

Ad() =Y d(er) @ er + (-1)"er @ d(es)
(c)

(notacion de Sweedler sobreentendida, y se eligieron los ¢;'s homogéneos). Esta condicién
se suele denominar como condicién de coderivacién de d.

De hecho, la categoria de espacios vectoriales diferenciales graduados es una categoria
de comédulos sobre un dlgebra de Hopf (de ahi su estructura monoidal). Si consideramos
kz] = k[z,x~"], los com6dulos sobre k[z, 27! son precisamente los objetos Z-graduados,
si ademds cada objeto tiene un diferencial de cuadrado nulo, entonces es una representa-
cion de k[d]/d? (o equivalentemente, una corepresentacion de (k[d]/d?)* = k @ kD, donde
llamamos {1, D} a la base dual de {1, d} C k[d]/d?). Llamemos H a la k-dlgebra generada
por z, 2~y D con las relaciones

Dr=—zD ;: D*=0
y definimos la comultiplicacién
AD)=D®z+1®D

Alr) =z

Esta definicién de A es compatible con las relaciones Dz = —zD y D? = 0, por lo tanto
se puede extender multiplicativamente. Con esta multiplicacién y comultiplicacién, H es
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un 4lgebra de Hopf que no es ni conmutativa ni coconmutativa, la counidad est4 deter-
minada por D — 0y z +— 1, la antipoda esta dada por z — z~'y D +— —Dz~'. Una base
de H estd dada por {z" : n € Z; D.a" : n € Z},y se tienen morfismos de codlgebra
H — k[z,z7"] (evaluando D en cero) y H — k[D]/D? = (k[d]/d*)* (evaluando z en uno),
por lo tanto, todo H-comédulo es un k[z, 2z~ !-comédulo y (k[d]/d?)*-combdulo (o bien
k[d]/d*-m6dulo). Por otro lado, si V' es un espacio vectorial diferencial graduado, es fécil
chequear que
v Zx"@vn—i—ZDw”@d(vn)

neZ neZ

es una coaccién, donde v = »° _7 v, es la decomposicién que da la graduacién de V'
y d es el diferencial de V. Con menor grado de evidencia, se puede mostrar que estas
construcciones son reciprocas.

A modo de ejemplo, mostraremos como las férmulas de la graduacién y del diferencial
del producto tensorial se pueden deducir de la estructura monoidal de los H-comédulos:

Sean V' y W dos espacios vectoriales diferenciales graduados, sea v, € V, y w, € W,
dos elementos homogéneos de grado p y g respectivamente. Sabemos en general que si m
es un elemento de un H-comédulo, entonces p(m) = > 7 2" @my, + ), .7 Dx" @d(my),
entonces para calcular d(v, ® w,) y el grado de v, ® w,, lo que hay que hacer es co-actuar
a v, ®v,. La coacciébn en V ® W estd definida diagonalmente, es decir, se coacttia tanto en
V como en W, y se multiplican las componentes en H, por lo tanto

p(v, @ wy) = (2P ® v, + DaP @ d(vp))(2? ® wy + D! @ d(w,)) =
(multiplicacion realizadaen Ty (H @ V) & (H @ W)))
= 2’27 @ v, @ wy, + DaPz? @ d(v,) @ wy + 2P D! @ v, @ d(w,) + DaP Da? @ d(v,) ® d(w,) =

— prrq ® Up ® Wy + ngerq X (d(?}p) (024) Wgq + (_1)pvp ® d(wq))

Esta cuenta nos dice que v, ® w, es homogéneo de grado p + ¢, y que d(v, ® w,) calculado
en la categoria de H-comddulos, es d(v,) ® w, + (—1)v, ® d(w,).

Toda k-coalgebra graduada puede considerarse como codlgebra diferencial gradua-
da con diferencial nulo, y toda coalgebra en el sentido usual puede considerarse como
graduada con la graduacién (C)y = C'y (C),, = 0Vn # 0. Si (C, d) es una coalgebra dife-
rencial graduada, entonces H.((C, d)) es una coalgebra graduada. Ejemplo de este tipo es
la siguiente situacion:

Sea X un espacio topolégico, entonces el complejo singular (S5,(X), d) es una codlgebra
diferencial graduada en donde la comultiplicacion esta inducida por el morfismo diago-
nal X — X x X maés el morfismo de Alexander-Whitney S, (X x X) — S,(X) ® S.(X).
De esta manera, como ya se habia observado H.((5.(X),d)) = H.(X) es una codlgebra
graduada.
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6.2. Comddulos diferenciales graduados y C'hain(C)

Fijemos por esta seccién (C, d¢) una k-coalgebra diferencial graduada (DG).
La categoria de comoédulos diferenciales graduados es la categoria natural de (co)re-
presentaciones de una codlgebra DG, la definicién es la obvia:

Definicién 6.1. Un espacio vectorial diferencial graduado (M, d) es un comédulo diferencial
graduado si y sélo si es un C-comédulo en la categoria de objetos graduados, i.e. se supone dado un
morfismo de estructura py : M — C' ® M que es un morfismo de objetos diferenciales graduados
Yy coasociativo.

Si M y N son dos comddulos diferenciales graduados, diremos que f : M — N es un
morfismo de comédulos diferenciales graduados si f es un morfismo de complejos que
ademas es un morfismo de comddulos. A esta categoria la llamaremos Chain(C').

Observacion: Si C' es una coalgebra en la categoria de espacios vectoriales, como dijimos
antes, podemos considerarla como una codlgebra diferencial graduada, con diferencial
cero y concentrada en grado cero (o lo que es lo mismo, una coalgebra en la categoria de
H-comdédulos con H-coaccion trivial). En este caso, el diferencial en C'® M es id®d)y, para
cualquier complejo M, luego, que py : M — C ® M sea un morfismo en Chain(C) dice
simplemente que p); : M,, — C ® M, (i.e. que cada M, es un C-comddulo) y que (idc ®
da)opm = pumody (i-e. que dys es C-colineal). Para este caso particular, Chain(C') coincide
con la categoria de complejos sobre la categoria de C'-comdédulos, que es el primer paso
de la construccién de Verdier hacia las categorias derivadas (ver [Ver 77]).

En general, la categoria Chain(C') de comddulos diferenciales graduados es una cate-
goria abeliana, teniendo por lo tanto la nocién de sucesién exacta corta (o de sucesiones
exactas en general), pero ademads tiene una nocién natural de homotopia. Si uno se pre-
gunta si la estructura de categoria abeliana sobrevive cuando se consideran morfismos
modulo homotopia, la respuesta en general es no, a menos que la categoria inicial sea
muy particular. Por ejemplo, si A es una categoria abeliana y K (.A) denota la categoria
de complejos sobre A y H(A) la categoria K (.A) médulo homotopia, es sabido que H(.A)
es abeliana si y s6lo si A es semisimple. No es de esperar entonces una nocién de su-
cesiones exactas en la categoria Chain(C) médulo homotopia. Sin embargo, es posible
encontrar un substituto a las sucesiones exactas cortas, y esta nocién es la de cono. Si
definimos los tridngulos en Chain(C') como las uplas isomorfas a (u : X — Y, Co(u)) con
X, Y € 0bj(Chain(C)),u € Homeny(X,Y') (aqui lanotacion de upla (u : X — Y, Co(u))
simboliza la 6-upla (X,Y, Co(u),u: X — Y,Y — Co(u), Co(u) — X[—1])) donde

Co(u), = Xp[-1] @Y,

doow) = dx—1 + f +dy

Veremos que bajo ciertas condiciones, si v es monomorfismo, C'o(u) es equivalente ho-
motépico a Coker(u). Con esta definicion de tridngulos, algunos axiomas de categoria
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triangulada se satisfacen automaticamente, como por ejemplo que todo morfismo u :
X — Y se puede completar a un tridngulo, o que todo par de morfismos (a,b) : (X —
X ——Y
Y) — (X' — Y’) (en el sentido que el diagrama la ib es conmutativo) induce
b'd L/> v’
un morfismo entre Co(u) y Co(v'). Sin embargo, uno de los axiomas mas sencillos de
categorias trianguladas, que es que (id : X — X,0) sea un tridangulo, falla, pues si bien
Co(idx ) es homotdpico al cero, no es necesariamente isomorfo a cero (a menos que X = 0).
Vemos de esta manera que si bien Chain(C) no es una categoria triangulada, el lugar na-
tural para definir los tridngulos no es Chain(C) sino la categoria de homotopia H(C')
que definiremos en breve. Esta estructura en H(C') y en D(C) (la categoria derivada de
Chain(C')) serd fundamental pues la nocién de tridngulos es la que de alguna manera sus-
tituye a la de sucesion exacta corta, dado que los tridngulos inducen sucesiones exactas
largas en homologia.

6.3. Categoria derivada de una codlgebra, H(C)y D(C)

La categoria derivada de las co-representaciones de una coalgebra se define de manera
completamente andloga a la de categoria derivada de médulos sobre un anillo, de hecho la
definicién de categoria derivada fue hecha para categorias abelianas arbitrarias [Ver 77].
Daremos aqui la definicién de categoria derivada para el caso de codlgebras diferenciales
graduadas, que incluye como subejemplo a las coalgebras usuales considerandoas con-
centradas en grado cero y con diferencial nulo.

Una de las motivaciones del estudio de la categoria derivada de coalgebras diferen-
ciales graduadas y de los invariantes que se pueden definir sobre ellas es el ejemplo de
la homologia singular de un espacio topoldgico X. El espiritu es no trabajar al nivel de
H,(X) sino al de S,(X) que es una codlgebra diferencial graduada, y ahi contar con una
teoria que permita sustituir a S,(X) por otra codlgebra diferencial graduada mds sencilla
tal que su categoria derivada sea equivalente.

6.3.1. La categoria H(C)

Como habiamos dicho anteriormente, la categoria Chain(C) conlleva la nocién de
homotopia: dos morfismos f,g : M — N entre dos comddulos diferenciales gradua-
dos se dicen homotépicos en caso de que exista un morfismo de comédulos graduados
h : M — NJ1] de tal manera que f — g = hdy + dxh. Se verifica que la relacién “ser ho-
motopico a” es de equivalencia, ademds de ser compatible con la suma y la composicién,
como consecuencia puede definirse una nueva categoria H(C') que tiene por objetos a los
mismos objetos que Chain(C), pero los morfismos se definen como las clases de homo-
topia de los morfismos de Chain(C'). Por lo dicho anteriormente esta nueva categoria es
aditiva.
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Destacamos en este momento que siendo Chain(C') una categoria abeliana, la defini-
cién dada aqui puede malinterpretarse dado que Verdier define la nocién de categoria
derivada de una categoria abeliana, construyendo como primer paso la categoria de com-
plejos sobre la categoria inicial, para asi tener una nocién de homotopia. De alguna ma-
nera ese paso aqui se ahorra porque Chain(C') ya tiene una nocién natural de homotopfa.
La construccién de H(C) se hace tomando clases de morfismos pero manteniendo los
objetos, que eran complejos desde un principio, en ningtin momento se trabajaréd con la
categoria de complejos de complejos (ver [Ke 94a]).

Observaciéon: Notamos que existe un funtor H, : Chain(C) — 7V ec que consiste en asig-
nar a cada objeto M su grupo de homologia. Como morfismos homotépicos inducen el
mismo morfismo en homologia, este funtor se factoriza por otro (que llamaremos también
con el mismo nombre) H, : H(C') — zVec.

Ademas de aditiva, H(C') es una categoria triangulada. Habfamos mencionado que la
categoria Chain(C') con los conos como tridngulos no era una categoria triangulada por-
que por ejemplo (id : X — X,0) e (id : X — X,Co(idx)) no eran isomorfos pues 0 no
es isomorfo a Co(idx) en Chain(C), pero si son homotépicamente equivalentes, Co(id)
es isomorfo a 0 en H(C). Para mayor claridad de la exposiciéon, comentaremos los axio-
mas de categorias trianguladas, para una exposicion mas detallada, puede consultarse

[Har 66] o [G-M 96].

6.4. Categorias trianguladas y H(C)

La axiomatica de categorias trianguladas se expresa a partir de los siguientes datos:
una categoria aditiva C, un funtor 7' : ¢ — C llamado funtor traslacién, que es un auto-
morfismo, y una clase de 6-uplas (X,Y, Z,u: X - Y,v:Y — Z,w: Z — T(X)) llamadas
tridangulos. Los axiomas son los siguientes:

TR1. (a) (X, X,0,1d,0,0) es un tridngulo.

(b) Toda upla isomorfa a un tridngulo, es un tridngulo, donde un morfismo de uplas
(X,Y. Z,u,v,w) — (XY, Z' W v, w') es una terna de morfismos entre los objetos (fx :
X=X fy:Y =Y f,:7Z— Z)tales que los cuadrados del diagrama

u

X Y =7 —%T(X)

lfx lfy J/fz lfo

X =y =7 —"5T(X)

son conmutativos. Un isomorfismo de tridngulos es un morfismo de tridngulos tales que
todos los morfismos son isomorfismos.

c. Todo morfismo u : X — Y puede ser completado a un tridngulo (X,Y, Z, u, v, w)

TR2. Una upla (X, Y, Z,u, v, w) es un tridngulo si y s6lo si la upla (Y, Z, TX, v, w, —Tu) es
un tridngulo.
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TR3. Dados dos tridngulos (X,Y, Z,u,v,w) y (X', Y’ Z' W/, v',w") y dos morfismos f :
X — X'yg:Y — Y’ tales que el cuadrado

X =Y

i,k

X ==Y

es conmutativo, puede extenderse (de manera no necesariamente tinica) a un morfismo
de tridngulos (f,g,h) : (XY, Z, u,v,w) — (X", Y, Z' v, v/, w')

TR4. (axioma octahedral) Este axioma suele dibujarse en forma de octahedro. Nosotros,
en vez de dar la definicién habitual, daremos otra equivalente, que es la siguiente:

Sean f: X — Y, g:Y — Z dos morfismos en C. Por el axioma TR1 c. sabemos que
estos morfismos se completan a tridangulos, llamaremos Co(f) y Co(g) respectivamente al
tercer objeto de la upla que empieza con (X,Y’) y con (Y, Z) respectivamente, y a Co(gf)
al tercer objeto del tridngulo asociado al morfismo gf : X — Z.

Consideramos el siguiente diagrama de lineas llenas

oy Co(f) >
i CO(;f) >
| |
0——Co(g Co(g)

Como la primera y segunda fila son tridngulos, por el axioma TR3, existe la flecha
punteada Co(f) — Co(gf) haciendo de la terna un morfismo de tridngulos. Sabemos que
la fila de abajo es un tridngulo (TR1 (a) + TR2), luego por el axioma TR3 existe la flecha
punteada Co(gf) — Co(g) haciendo de la terna de morfismos entre la fila del medio y la
de abajo un morfismo de tridangulos.

Lo que afirma el axioma TR4 es que Co(f) — Co(gf) — Co(g) es un triangulo, donde
la flecha de conexiéon Co(g) — T'(Co(f)) se consigue completando hacia abajo el diagrama

anterior
f

X Y Co(f) >
o
x— 7z Colgf) >
L .
0 Co(g) ==Co(g) >
- >




Es habitual encontrar como notacién X[1] = T'(X) y en general X[n] = T"(X) para
n € Z. El ejemplo algebraico fundamental de categoria triangulada es la categoria de
complejos sobre una categoria abeliana, médulo homotopia, con el funtor 7" igual a la
traslacion (y que cambia también el signo del diferencial), y los tridngulos todas las uplas
homotépicamente equivalentes a uplas del tipo

Xty Co(f) — X[1]

donde Co(f) es el cono de la aplicacién f.

La nocién de tridngulo en las categorias trianguladas es la que reemplaza moralmente
a la nocién de sucesiones exactas cortas de las categorias abelianas, o en las categorias de
complejos sobre una categoria abeliana. Como ilustracién de este punto de vista, se tienen
los dos resultados siguientes:

Proposicion 6.2. Sea C una categoria triangulada, (X,Y, Z, u,v, w) un tridngulo en C, y sea U
otro objeto de C. Entonces las sucesiones

- Home(U, X) = Home(U,Y) —*> Home(U, Z) —“> Home(U, X[1]{ 2 ...

o= Home(X,U) <“— Home(Y,U) <5— Home(Z,U) <~ Home(X[1],U) <

son sucesiones exactas largas.

Demostracion: Ver [G-M 96] o [Har 66].

Proposicion 6.3. ([G-M 96], cap. 1V, §1 , Lemma 13) Sea K (A) la categoria de complejos sobre
una categoria abeliana A. Si

u v

0 X Y A 0

es una sucesion exacta corta en K(A) tal que en cada grado 0 — X,, — Y,, — Z, — 0es una
secesion de A que se parte. Entonces existe un morfismo f : Z — X[—1] tal que (X, Y, Z, u,v, f)
es equivalente homotépico al tridngulo (X, Y, Co(f), f,i,p).

Como este resultado se extiende a algebras y a codlgebras diferenciales graduadas,
reproducimos la demostracién de [G-M 96].
Demostracion: Sea B la categoria Z A, es decir, la categoria formada por objetos de A que
son Z-graduados y morfismos graduados. Como la sucesion 0 — X — Y — Z — 0 se
parte en B, podemos escribir a Y como X @ Z. Del hecho de que X — Y eY — Z sean
morfismos de complejos, es necesario que el diferencial de Y sea de la forma dy (z, z) =
(d(x) — f(2),d(z)) donde f : Z — X[—1] es un morfismo graduado. Del hecho de que
d?- = 0 obtenemos que df + fd = 0, y por lo tanto, como el diferencial de X[—1] tiene el
signo cambiado, tenemos que f : Z — X[—1] es un morfismo de complejos.
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Se define el morfismo de uplas

X—4Xgpz—" Z L X[-1

lg

X—%“Xoz—*X[-1]eXoz—X[-1

donde g(z) = (f(2),0, z).

Los cuadrados de la izquierda y el de la derecha obviamente conmutan. El cuadrado
del medio no conmuta en la categoria A, pero si en la categoria H(.A), la homotopia entre
las dos posibles composiciones esta definida por

h:XaZ— (X[-1]eX e 2)[1]

(x,2) — (x,0,0)

El morfismo ¢ es una equivalencia homotépica, para ver esto consideramos ¢' : X[—1] &
X & Z — Z la proyeccién en la coordenada Z. La composicién gg' = idz, y ¢'g es ho-
motopica a la identidad con homotopia

k- X[-1leXeZ— (X[-1]eXaZ)-1]

(v, 2", 2) — (2/,0,0)

Consideraremos ahora dos ejemplos en donde la proposicién anterior se generaliza:
Ejemplo: 1 Sea A una k-algebra diferencial graduada, es decir, un algebra graduada
provista de un operador k-lineal homogéneo d : A — AJ[l] de cuadrado cero tal que
d(ab) = d(a)b + (—1)!%lad(b) para todo a, b en A. Sea Chain(A) la categoria formada por A-
modulos (a derecha) diferenciales graduados, mds precisamente, M se dird un objeto de
Chain(A) si M es A-moédulo a derecha graduado, provisto de un diferencial que verifica
d(ma) = d(m)a + (—1)™md(a) para todo a € Ay para todom € M.Si

u v

0 X

Y A 0

es una sucesion exacta corta en Chain(A) que se parte como sucesién de A-médulos gra-
duados, entonces existe un morfismo f : Z — X[—1] tal que (X,Y, Z,u,v, f) es equiva-
lente homotdpico al triangulo (X, Y, Co(f), f.i,p).
Demostracién: copiamos la demostracion anterior, lo tinico que hay que verificar es que el
morfismo f es un morfismo en Chain(A). Por las mismas razones de antes, f es graduado
y conmuta con el diferencial, veamos que es A-lineal:

Llamemos s : Z — Y a la seccién de v asociada a la descomposicén ¥ = X & Z.
Entonces el morfismo f queda definido como

f(z) = d(s(2)) — s(d(2)) (2 € Z)

68



Utilizando ahora el hecho de que s es A-lineal y que d es una derivacién obtenemos, para
ac€AyzeZ, que

f(za) = d(s(za)) — s(d(za))
= d(s(z)a) — s(d(2)a) — (=1)"s(2d(a))
= d(s(z))a + (=1)*Fls(2)d(a) — s(d(2))a — (=1)"s(2)d(a)
= d((s()z))a— s(d(z))a

Ejemplo: 2 Sea C una k-algebra diferencial graduada, consideremos la categoria Chain(C)
y llamemos B a la categoria de C-comédulos graduados (a izquierda). Si

u v

0 X

Y A 0

es una sucesion exacta corta en Chain(A) que se parte en B entonces existe un mor-
fismo f : Z — X[—1] tal que (X,Y, Z,u,v, f) es equivalente homotépico al tridngulo
(X7 K CO(f)? f? Z.7p>'

Demostracién: o bien podemos verificar que f es colineal, o bien podemos embeber
Chain(C) en Chain(A) donde A es el dual graduado de C, y entonces este ejemplo es
consecuencia del ejemplo anterior.

6.4.1. La categoria D(C)

Llamamos categoria derivada de C' y notamos D(C') a la localizacién de la categoria
H(C') con respecto a los quasi-isomorfismos en H(C').

Esta categoria nuevamente ‘hereda’” una estructura de categoria triangulada, es decir,
una estructura triangular tal que el funtor localizacién H(C) — D(C') manda tridngulos
en tridngulos y conmuta con el funtor traslacién. A su vez, como los quasi-isomorfismos
inducen isomorfismos en homologia, el funtor H, : H(C) — 7Vec estd bien definido
sobre D(C) pues es un limite inductivo en donde todos los morfismos son isomorfismos,
y esos limites existen en cualquier categoria, en particular en 7 Vec.

Disgresién: Dada una coalgebra C, C* es un élgebra y todo C-comdédulo (a izquier-
da) es un C*-moédulo a derecha y tenemos que si M y N son dos comdédulos, entonces
Come(M,N) = Home~(M,N). Lo mismo sucede en el caso diferencial graduado (to-
mando el dual grado a grado) y con la categoria Chain(C), y al estar definidas las ho-
motopias a partir de morfismos de C-comddulos, dados M y N en Chain(C) se tiene
que HomCh(c) (M, N) = HomCh(c*)(M, N) y HomH(C)(M, N) = HomH(C*)(M, N) La rela-
cién entre Homp(cy(—, —) y Homp(c+)(—, —) no es tan clara, pues si M es un C-comédulo
diferencial graduado, X un C*-médulo diferencial graduadoy f : X — M un quasi-
isomorfismo C*-lineal, no estd claro que exista un N-comédulo diferencial graduado
y un quasi-isomorfismo g : N — X (*-lineal, para asisaber que la clase de quasi-
isomorfismos con dominio en los C-comédulos es ‘filtrante” con respecto a la clase de
quasi-isomorfismos con dominio cualquiera.
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7. Estudio de la categoria D(C)

7.1. Objetos cerrados

El objetivo de esta seccién es dar una caracterizacién de la categoria D(C) en términos
de una subcategoria de H(C'). La ventaja de trabajar en H(C') en vez de D(C) es que el
Hom en la categoria de homotopia es méas “concreto”.

Fijamos C una codlgebra diferencial graduada. Comenzamos con una definicién:

Definicion 7.1. Un objeto I en Chain(C) se dice cerrado sii
Homp(c)(M, I) = HomH(C) (M, ])
para todo objeto M de Chain(C).

Notacién: La subcategoria plena de H(C) formada por los objetos cerrados se deno-
tard H.(C). Es claro que esta subcategoria es estable por conos (lema de los cinco para
Homycy(M, =)y Homp(cy(M, —)), traslaciones y por productos arbitrarios.

El primer ejemplo de objeto cerrado es la codlgebra misma C, vista como objeto de
Chain(C'), pues Homycy(M,C) = Hy(M*), que es estable por quasi-isomorfismos. Para
verificar este hecho veremos un resultado general de adjuncién.

7.2. Adjuncién

Antes de probar la adjuncién, demostraremos un hecho que si bien puede considerarse
como hipétesis natural, éste se deduce de hipétesis anteriores.

Lema 7.2. Sea (C,A) una codlgebra graduada no necesariamente counitaria. Entonces, si C' es
counitaria, la counidad € : C — k es graduada (considerando naturalmente a k como objeto
graduado concentrado en grado cero).

Demostracién: sabemos que ¢ = (e®1)A(c) = (1®€)A(c). Porotrolado, A : C — C®C' es
un morfismo graduado, por lo tanto si c € C,, entonces A(c) = 3" ¢, ®ciconcy, € Cy, i =
1,2. Entonces, 3 ¢(c,,_,)c; = ¢ = >_ ¢, ,e(cl) € Cp. De la primera ecuacién obtenemos
que €(cp)c?_, = 0Vk # 0y de la segunda ecuacion obtenemos que ¢, _,e(ci) = 0 Vk # 0.
Ahora calculemos €(c):

= e(e(cp)c?) = e(cp)e(c?)

por lo tanto, para un elemento homogéneo ¢, ¢(c) = 0 a menos que A(c) € Cy ® Cy. Pero
en este caso, puesto que ¢ era homogéneo y A(c) € Cp ® Cy C (C ®@ ('), entonces ¢ € C,
lo que demuestra la homogeneidad de e.

Enunciamos y demostramos la proposicién que da nombre a esta subseccion:
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Proposicién 7.3. Sea C una codlgebra diferencial graduada y M € Chain(C), entonces
HO?TLH(C)(M, C® V) = HomH(k)(M, V)
Homp(c)(M, C® V) = Homp(k)(M, V)

Demostracién: La conocida adjuncion en la categoria de comédulos se puede definir de
la misma manera en la categoria Chain(C):

Homoh(c)(M, C® V) = HomCh(k)(M, V)

fr——(c®id)f

(id® ) ——— f'

Sean ahora [y g en Homepoy(M,C ® V) dos flechas homotdpicas con homotopia h, en-
tonces (e ® 1)h es una homotopia entre (e ® 1)f y (¢ ® 1)g, para probar ésto se usa que
eod = 0 pues d es una coderivacion. Si f,g : M — V son dos transformaciones lineales
homotépicas, entonces la homotopia (1 ® h)pys es una homotopia entre 1 ® f y 1 ® g, para
esto se usa la ecuacién de coderivacion del diferencial de M.

Entonces la adjuncién estd bien definida en homotopia y se tiene:

HomH(C)(M, C® V) = HomH(k)(M, V)

mediante la misma férmula. Si f : M’ — M es un quasi-isomorfismo, entonces el funtor
olvido da un quasi-isomorfismo, por otro lado si ¢ : V' — V' es un quasi-isomorfismo,
por la férmula de Kiinneth id ® ¢ es un quasi-isomorfismo en C'® V' (notar que como & es
un cuerpo, puede usarse la férmula de Kiinneth), entonces la adjuncién pasa al limite de
la localizacién por quasi-isomorfismos, por lo tanto

Homp(c)(]\/[, C® V) = Homp(k)(M, V)

Corolario 7.4. Dado V' un k-espacio vectorial diferencial graduado, el C-comédulo diferencial
graduado C ® V es un objeto cerrado.

Demostracién: utilizamos la proposicion anterior mas la igualdad H(k) = D(k):
HomH(C)(M, CRV)=

= Homyy(M, V) = Hompy (M, V) =
= Hompcy(M,C ® V)
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7.3. Laresolucion standard

En general, no todo objeto es cerrado, si no, la nocién de quasi-isomorfismo y la de
equivalencia homotépica coincidirian, y esto claramente no siempre es cierto. Demostra-
remos, sin embargo, que al menos cuando la codlgebra tiene una graduacién no negativa,
la subcategoria H.(C)" formada por los objetos de Chain(C') acotados por debajo (que
llamamos Chain(C')"), cubre a toda la categoria D(C)* (donde D(C)* es la localizacion
por quasi-isomorfismos de H(C')"). Mdas precisamente, demostraremos, en esta seccion,
que D(C)* es una categoria equivalente a H.(C)*. Para eso demostraremos que el funtor
inclusion compuesto con la localizacion H.(C)* — H(C)T — D(C)* es quasi-suryectivo
y es un isomorfismo en el Hom. Naturalmente la parte del Hom es tautoldgica con respec-
to a la definicién de objeto cerrado, la parte dificil es ver que el funtor es quasi-suryectivo.
Para esto debemos demostrar que existen ‘suficientes’ objetos cerrados, es decir, que para
cada objeto en D(C)*, existe un complejo quasi-isomorfo al complejo inicial que ademads
es un objeto cerrado. Dado un objeto cualquiera M € Chain(C)*, encontrar un quasi-
isomorfismo M — I con I cerrado es completamente andlogo a la técnica de sustituir
moédulos por sus resoluciones (inyectivas). En general, en la categoria Chain(C'), dado M
existe un objeto canénico C' (M) que es la resolucién standard de M, que es quasi-isomorfo
a M via el morfismo de estructura, lo que demostraremos ademds es que si C' es graduada
positivay M € Chain(C)*, entonces C'(M) es cerrado.

La resolucién standard en el caso diferencial graduado se define de manera similar
a la resolucion standard de un comédulo sobre una codlgebra usual, la diferencia radi-
ca en que en el contexto diferencial graduado, la resolucién standard tiene en cuenta el
diferencial de la codlgebra y el diferencial del objeto M € Chain(C). Mas precisamen-
te, dado M € Chain(C'), se considera el espacio vectorial ®,>1C®" ® M con la siguiente

graduacion:

n>1 p 11+ dp+j+r—1=p

Este espacio vectorial en realidad esta bigraduado, por un lado se tiene la graduacién
usual del producto tensorial (ya que tanto M como C son graduados) y por otro lado
estd graduado por la cantidad de factores C' menos uno, la graduacién que hemos elegido
corresponde al grado total asociado a la bigraduacién mencionada.

Se tienen a su vez dos diferenciales, uno por cada una de las dos graduaciones. Por
un lado esté el diferencial del producto tensorial (utilizando el hecho de que C'y M son
objetos diferenciales graduados) y por otro lado se tiene el diferencial o’ (utilizando el
hecho de que M es un C-comddulo). El diferencial en C'(M) es por definicién el diferencial
total, que explicitamente se escribe como:

T

d(ciyy--yci,m)=(—=1)" Z(—l)‘cilH"'Hcikfl‘(cil, conde(ey), .o 6, m)F
k=1

(1) (= Dlenlttled(c, e, dim)+
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+ Z(—l)k+1(ci1, o A(e)s o im) + (G Gy pm (M)
De manera abreviada, escribimos
A(ciyy.-yci,m)=d(ciy,...,ci,m)+b(cy,...,c,m)
Lema 7.5. Con las notaciones anteriores,
= 92 =0
= La composicion
M—+C&M <c-£—=C(M)

es un morfismo en Chain(C') que ademds es un quasi-isomorfismo.

Demostracién: Consideremos el complejo extendido C(M) = Bp>0C®" @ M con el di-
ferencial definido por las mismas férmulas que el de C'(M), y definamos el morfismo
k-lineal

0: M —0

Sabiamos de antes que b = 0, 'h + hb' = id, d* = 0.
Probaremos entonces dos identidades:

h_{ € ®ideen @idy : C" Q@M — C*" 1@ M sin>1

Vd+db' =0y dh+hd=0

Veamos primero b'd + db’ = 0, lo que implica que 9% = 0 pues 9? = (V' + d)(V/ +d) =
V2t d®+bd+dy =Vd+db.

r+1
vd(c,...,c,m)=(—1)" Z(—l)'cil|+'"Hcikfl|b’(ci1, cond(e), . c,m)
k=1
donde por convencion, ¢;, ., = m.
r+1
db,(Cil, -5 Ciy m) = Z(—l)]+1d(0i1, e A(Ci].), ey Gy m)
j=1

de nuevo usamos la convenciénc;, ., = m,y A(c;,,,) = p~(m). Vemos que ambas férmulas
dan una suma doble, para compararlas separaremos en tres tipos de términos:

db/(Cil, e ,cir,m) =

r+1 k-1
= Z(_l)k+1(_1)r+1 (Z(l)ch+~-.+ch1(ciU o 7d(c’ij)7 o 7A(Cik)a . ci,m)+
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(=)l (doDA(,), . e, m) + s.(ciy s (L@ d)A(ci,), . ., ciym))+

r+1

+ 3 (et (cl-l,...,A(cik),...,d(ci]),...,cl-r,m)>

Jj=k+1

Donde s es el operador multiplicacién por menos uno en los grados impares y la iden-
tidad en los grados pares. Notar que como A es un morfismo graduado, la suma de los
grados de cada factor de A(c;,) es igual al grado de ¢, .

Para el término del medio, utilizamos la identidad Ad = (d ® 1)A + s.(1 ® d)A, valida
tanto en C' por ser C' una coalgebra diferencial graduada, como en M (cambiando A por
p~ y d por dy) por ser M un C-comédulo diferencial graduado.

Cuando calculamos v'd(c;,, . .., ¢;., m) obtenemos:
r+1
Vd(ciy,...,c,m)= Z(—I)T(—l)‘cil|+'"+|ci-i—1|b/(ci1, cond(ey), . cm) =
j=1
r+1
= Z(_l)r << 1)lea e, | Z D" ey, Aleiy), - d(cy), .o ¢ m)+
j=1
(=Dl Fena 1)+ e, Ad(ey)),s - - e+
r+1
(- 1)\c11|+ “Hei;_ | Z D Yeyy, .. dley), - JA(e), 6y, m))
k=j+1

Comparando los términos centrales, vemos que en ambos casos son iguales salvo por un
factor (—1)"™! en el caso de db' y un factor (—1)" para V/d. Los otros términos corresponden
a una suma sobre los pares 1 < j < k < r + 1 para el primer término de dl’ (resp. tercer
término de 0'd) y a una suma sobre los pares 1 < k < j < r + 1 para el tercer término de
db’ (resp. primer término de V'd), y de nuevo ocurre el mismo fenémeno de signos, con lo
cual, al realizar la suma db’ + b'd todos los términos se cancelan.

Veamos ahora que hd + dh = 0:
Seanc;, € Cjparaj=1,...,7ym € M,, y supongamos que C;, # Cy, entonces

dh(ciy, ... ci,m) = (—1)""Le(c;,)d(ciys - .., ¢, m) =0
pues € es cero sobre todos los C; salvo sobre Cj. Por otro lado

r+1

hd<ci17 oo 7Cir7 m) = h‘ (Z(_1)|Ci1+m+qk1|(_1)r<ci17 oo 7dC(Cik)7 s 7Cir> m))

k=1

donde también hemos utilizado la convencién ¢;, ., := m. De esta suma, el primer término
es cero porque € o d = 0, los otros términos también son cero porque c;, es homogéneo y
no pertenece a Cy, luego en este caso hd + dh = 0.
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Supongamos ahora C;, = C, luego |¢;,| = 0, también tenemos que € o d = 0, pero
sobreviven los términos con €(¢;, ), tenemos entonces que

dh(ciy, ... ci.,m) = (—1)|Ci1‘e(cz~1)d(c¢2, cesCiym) = €(cy )d(ciyy - ooy ¢,
Haciendo la cuenta en el otro sentido,

h,d(Cil, Ce ,Cir,m) =

r+1
h (Z(—l)lcilH'“Hcik1(—1)’”(%, coode(ey), ., m)) =

k=1
r+1

= (1)) _(=n)lett sl ) ey, do(e,), - 6,m) =
k=2

= —€(ciy)d(Ciyy ooy i ym)

Luego en este caso también dh + hd = 0.

Al demostrar dh + hd = 0 lo que hemos probado es que 0h + hd = 1, pues 0h + ho =
(b +d)h+ h(t/ +d) = (V'h+ ') + (dh + hd) = 1 + 0. Con esto hemos demostrado que
el complejo C(M) es aciclico, con lo cual vemos dos cosas al mismo tiempo: una es que
by = p: M — C(M) es un morfismo de complejos, la segunda es que ese morfismo es
un quasi-isomorfismo, pues C(M) no es otra cosa que el cono de la aplicacién anterior, y

sabemos que una aplicacién es un quasi-isomorfismo si y s6lo si su cono es aciclico.

A partir del lema anterior, para cada M € Chain(C) hemos construido de manera
funtorial un quasi-isomorfismo M — C(M) inducido por el morfismo de estructura p :
M—C&®M.

Para cada M € Chain(C)* con C graduada positiva, el objeto C'(M) resultara un ob-
jeto cerrado, pero la demostracién no es inmediata, sin embargo, las propiedades bésicas
de los objetos cerrados (suma arbitraria de objetos cerrados es cerrado, el cono de una
aplicacién entre objetos cerrados es nuevamente cerrado) pueden demostrarse a partir de
este hecho, por lo que daremos una definicién alternativa, que nos permitird demostrar
con facilidad estas propiedades fundamentales, y luego veremos que la nueva definicién
es equivalente a la definicién anterior.

Definicién 7.6. Un objeto I en Chain(C') se dice serrado sii el morfismo de estructura
pr : I — C® I induce no sélo un quasi-isomorfismo, sino una equivalencia homotopica I ~ C(I)

Proposicién 7.7. La clase de objetos serrados es estable por sumandos directos y por sumas direc-
tas. Mds atin, si M es serradoy V' € Chain(k), entonces M ® V es serrado.

Demostracién: La parte de suma directa es consecuencia de que C(&;1;) = @;C(/;). La
parte de sumandos directos también es una consecuencia formal de que el funtor C'(—)
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conmuta con sumas directas. La tltima asercién se demuestra andlogamente a las otras,
sesiguedeque C(M @V)=C(M)® V.

Observaciéon: mas tarde demostraremos que, (con las hipétesis de acotacion adecuadas),
las definiciones de serrado y cerrado son equivalentes, con lo cual, esta proposiciéon im-
plica que (por lo menos en esos casos) sumas arbitrarias de cerrados es cerrado.

Ejemplos:

1. C es serrado.

Demostracién: C — C ® C' C C(C) tiene como vuelta 0 : C®" — Csin > 2y
l1®e: C®C — C. Notar que el morfismo es C-colineal a izquierda, la composicién
C — C(C) — C es la identidad, la otra composicién es A(1 ® €) en grado cero y
cero en grados superiores. Esta flecha es homotépica a la identidad con homotopia
(—1)"id®" @ e.

2. Sea el comédulo diferencial graduado C' ® V donde V' es un espacio vectorial di-
ferencial graduado, entonces C'(C ® V) = C(C) ® V, como C ~ C(C) entonces
CeV~C(C)®Vyporlotanto C ® V es serrado.

Lema 7.8. Sea [ : M — N un morfismo de complejos diferenciales graduados, entonces
C(Co(f)) = Co(C(f))
Demostracién: En cada grado, tenemos que Co(f), = M,,+1 & N, por el otro lado,
C(fn = (1d* @ fn: (®:C¥ @O M), — (2:,C¥ @ N),

y por lo tanto
Co(C(f))n= (@C* @ M) . & (C"®N) =

= ((&C% @ M[-1)) & (®C%* @ N)),, =
= (8C% @ (M[-1]®& N)) = C(Co(f))n

La verificacion del diferencial es también inmediata.

Corolario 7.9. Sea f : M — N un morfismo en Chain(C') con M y N serrados, entonces Co(f)
es serrado.

Demostracién: se considera el morfismo de tridngulos

L C(N) —= C(Co(f)) —= CM)[-1] — -

PMT PNT pCO(f)T lellT
f

M N Co(f) M[-1] —— -
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Como pys y pn son equivalencias homotépicas, por el lema de los cinco aplicado a la suce-
sién exacta larga del Hom, se deduce que pc,(r) también es una equivalencia homotépica.

Observacion: El corolario anterior permite dar un argumento alternativo a la demostra-
cién de que sumandos directos de serrados son serrados:

Sea P un objeto en Chain(C) tal que es un sumando directo de un objeto serrado,
llamemos () a un complemento de P, es decir, () es tal que P & () es un objeto serrado;
llamemos I al objeto P @ (. Tenemos la siguiente sucesion exacta:

0—->P—(PeQaePeQe..)—»(06QePdQad...)—0

que se parte como sucesion de C-comédulos graduados, y que es isomorfa a
0P 1™ &g

Utilizando que sumas directas de serrados son serrados, como I es serrado también lo es
1 (N), luego, por la estabilidad de la nocién de serrados por conos, P resulta serrado, como
queriamos probar.

Lema 7.10. Para todop > 0y todo M € Chain(C), C(M), := (®&F_,C*" ® M,d, V') es cerrado
y serrado.

Demostracién: Notamos que tanto la nocién de ser “serradocomo la de ser “cerrado”es
estable por conos (Corolario 7.9 para version ‘s’, versién ‘c” es clara). Para el caso p = 1,
tenemos que C(M); = C' ® M y este objeto es tanto serrado como cerrado (ejemplo 2
de serrados y Lema 7.4 respectivamente). Inductivamente, si suponemos C'(M),, serrado
(resp. cerrado), utilizando la sucesién exacta corta de complejos

0— CN @M — C(M)yy, — C(M), —0

Al ser C*P* @ M = C @ (C*" ® M) serrado para todo p (ejemplo 2 de serrados, resp.
cerrado: Lema 7.4) y como C(M); = C ® M es también serrado (y cerrado), entonces
C(M), es serrado (resp. cerrado) para todo p, ya que tanto la nocién de serrado como la
de cerrado es estable por tridngulos, y esta sucesiéon forma un tridngulo pues se parte en
la categoria de C'-comédulos graduados (dado que un comédulo de la forma C ® V es un
objeto inyectivo en la categoria de C'-comddulos graduados).

La resolucién standard C (M) = Tot(#,>1C*"®M, d, V'), cuando C estd graduada posi-
tivay M € Chain(C)™, se consigue por un proceso de limite inverso de complejos trunca-
dos segun la filtracién dada por la cantidad de factores de C: C(M), = Tot(®p>n>1C%" ®
M, d, V'), pero este limite inverso estd tomado en la categoria Chain(C), y no en H(C) ni
en D(C'), por lo tanto no es posible deducir de manera inmediata que C'()M) sea cerrado a
partir de que cada C'(M), lo sea.
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7.4. Limites inversos

Sea U un objeto en Chain(C'), donde C' es una coalgebra diferencial graduada.
Si U~ es el complejo truncado en j, o sea

N J U sii<y

(U%_{ 0 sii>j
con el diferencial pasado al cociente (o sea el mismo en los grados menores a j y cero
en el resto), entonces, el limite inverso del sistema proyectivo {U”*! — U+};5, existe y
coincide con U, puesto que para definir un morfismo de complejos X — U basta definirlo
grado a grado, y esta informacion ciertamente se consigue definiendo los morfismos hasta
el complejo truncado en grado j, para todo j. Notar que por mdas que U € Chain(C), en

general U € Chain(k).

Por otro lado, se tiene un morfismo inyectivo lir?HomCh(k) (U7, X) — Homepu (U, X)

cuya imagen consiste exactamente en los morfismos de complejos f : U — X tales que
sus componentes f, : U, — X, se anulan para p > 0. Luego, si X,, = 0 para p > 0 tenemos
que

HomCh(k)(U, X) = ILI?HOmCh(k)<U’J, X)

Ademéds de este tipo particular de sistemas inversos, hay otros sistemas un poco me-
nos restrictivos (con propiedades analogas con respecto al Hom) que pasamos a describir:

Sea ahora {U, },>o un sistema inverso de complejos en Chain(C') con la siguiente pro-
piedad: para todo j, existe un ny(j) tal que U;} — UTLL'Jrl es el morfismo identidad siempre
que n > ny(j). A un tal sistema lo llamaremos sistema inverso localmente finito.

Ejemplo: Sea M € Chain(C)* (i.e. M € Chain(C)y M, = 0 para p < 0), donde C es
una coalgebra diferencial graduada positiva. Consideramos C'(M) = @,>1C®" @ M y
C(M),=a"_,C*" @ M, entonces {C(M),},>1 es un sistema inverso localmente finito, su
limite inverso coincide con C'(M).

Una propiedad interesante de los sistemas inversos localmente finitos es su relacién
con el Hom en la primera variable:

Lema 7.11. Sea {U,},>o un sistema inverso localmente finito en Chain(C)*, llamemos U a su
limite inverso, luego, para cada objeto W de Chain(C')® (donde Chain(C')® denota a la subcategoria
plena de Chain(C') que consiste en los objetos W' tales que W, = 0 para |p| > 0). Se tiene un
sistema directo { Homcy,c)(Un, W) }nx0, y es vdlida la igualdad

HomCh(C)(U, W) = ILIEHomCh(C)(Um W)

Demostracién: Dado un sistema compatible f,, : U, — W, observamos el siguiente dia-
grama conmutativo:

Un+1

f?k fn

w

Un

78



Como W € Chain(C')?, existe j/ € N tal que W; = 0 para todo j > 5/, luego todas las (f,,); :
(U,); — W; son cero. Por otro lado, dado este j’, como {U,} es un sistema localmente
finito, existe un ny(j’) tal que las componentes menores o iguales ny(;j’) de los morfismos
Un+1 — U, son la identidad (para todo n > ng). De la conmutatividad del diagrama
anterior, se sigue que todas las f, son iguales para n > n,, luego

HomCh(c)(U, W) = HomCh(c) (lirgUn, W) =

= HomCh(C)(UnO, W) = EIBHomCh(C)(U”’ W)

Otra propiedad fundamental de los limites inversos localmente finitos es su conmuta-
tividad con el producto cotensorial, para demostrar esto, primero necesitaremos un lema
de conmutatividad de estos limites con el producto tensorial sobre el cuerpo de base:

Lema 7.12. Sea X € Chain(k)™ y {U,}n>0 un sistema localmente finito en Chain(k)*, entonces
Im(X®U,) =X&U

Demostracién: En primer lugar, si Y es un objeto cualquiera en Chain(k)", como (X ®
Y), = Bprg=r X, ®Y,, tenemos que X ® Y = limX ® Y. Entonces

—J

X®U=XalnU’=1m(X @ U’) =
J

—J —

— lim(X ® limU)

Como para cada j, el sistema {X ® U/ }u>0 se estaciona a partir de ng(j), entonces su
limite es iguala X ® U} ., por lo tanto podemos remplazar X ® limU;) por X @ U? . =

no(j)
lim(X ® U;7) y obtener

Im(X ® imU7) = lim(limX ® UY) =
—j

«—n —j] n
= lim(limX ® UY) = lim(X ® U,)
—n <) ~—n

como queriamos probar.

Proposicion 7.13. Sea pX¢ un elemento de Chain(D @ CP)* y {U, }n>0 un sistema inverso
localmente finito en Chain(C')". Consideremos el funtor

F := XO¢—: Chain(C)" — Chain(D)*
M — XUeM
Entonces F'(U,) es un sistema localmente finito en Chain(D)" y imF(U,) = F (h’mUn>
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Demostracién: Por la definicién de producto cotensorial, para cada n, se tiene una suce-
sion exacta
0—-FU,) - XoU,->XCcU,

Como el limite inverso es exacto a izquierda, se tiene una sucesién exacta para limF'(U,,),
—

y aplicando el lema anterior se tiene un morfismo de sucesiones exactas:

0 ——1mF(U,) — L lim(X®U,) - Ilim(XeCeU,)

«~—n

0 —— XOelimU, . X ®limU, X ®C®lmU,

Por lo tanto lim F'(U,,) = XOeclimU,, = F(limU,,)
«~n «~n «~n
El sistema inverso que aparecerd con mas frecuencia serd el asociado a la resoluciéon
standard. Los siguientes lemas tienen en vista ser aplicados a estos limites en particular:

Lema 7.14. Sea p, 11 : M, 41 — M, un sistema inverso (M, = 0 para p < 0) en Chain(C) tal
que existen secciones s, : M, — M, en donde los s,, son morfismos graduados y C-colineales,
llamemos M = limM,,. Entonces la siguiente sucesion

0—> M —=T1, My —L=T1, M, —0

donde f({mn},en) = {mn — Pur1(Mut1) boen, forma parte de un tridngulo en H(C*), si los
productos son tomados en Chain(C'), entonces esa sucesion sigue siendo exacta corta y forma
parte de un tridngulo en H(C).

Demostracién: Demostraremos la parte del enunciado concerniente a C*, la parte de
H(C') es idéntica, lo tnico que hay que ver es que los morfismos que aparecen estan bien
definidos.

Esta claro que M se identifica con el ntcleo de f, veamos que f es suryectiva:

Sim = (mg,my,me,...) € [, M,,queremos encontrar z = (zg,z1,22,...) tal que
f(x) = m.Simg = f(z)o = (zo — p1(z1)), podemos tomar xy = mg y x; € Ker(p;), por
ejemplo 21 = 0. Luego si m; = f(x); = —pa(x2), hay que elegir z, tal que po(z2) = —my,
como p; es un epimorfismo (admite una seccién), esto siempre es posible, elegimos por
ejemplo z2 = —s;(m,). En general, suponiendo que hemos encontrado un elemento 2" =
(1,...,2,,0,0,...) tal que f(z1,...,2,,0,0,...), =m,sip =0,...,n — 1. Se quiere en-
contrar un x,,.; tal que f(z1,...,%Zn, Tnt1,0, ... )p = my. Como f(z1, ..., 20, Tpi1,0,... ), =
Ty, — Ppi1(Tny1), basta tomar z,11 = s,(x, — m,). Con esta definicién inductiva, vemos
que f(xo,x1,Ta,...) = (Mg, m1, ma,...), es decir, que f es un epimorfismo. Mds explicita-
mente, vemos que

x = (Mo, 0, —s1(m1), —s251(m1) — sa(m2), —s35251(my) — s3s2(m2) — s3(ms),...)
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La aplicacion
(mo, my, Mo, ... ) — (mo, 0, —31(m1>, —Sgsl(ml)—SQ(mQ), —338231(m1)—3382(m2)—33(m3), . )

es graduada y C*-lineal (pues s es graduado y C*-lineal), por lo tanto tenemos que la
sucesion

0—>M4>HnMn4f>HnMn4>0

se parte en la categorfa de C*-moédulos graduados, luego (ejemplo luego de Proposicién
6.3), esa sucesion exacta corta es parte de un tridangulo en H(C*).

Ejemplo: Sea M € Chain(C)* donde C es una codlgebra diferencial graduada positiva.
Sea C(M), = (®1_,C*" @ M,dce-gy + V') Y pns1 : C(M)np1 — C(M), la proyeccién na-
tural. Como C-comédulo graduado tenemos que C'(M ), = C(M),, & C*" ! @ M, por lo
tanto la proyeccion p,, 11 se parte como C-comédulos graduados. Por las hipétesis de aco-
tacién de M y de C tenemos que C(M) = Tot®(®,nC®" @ M,d, ) = Totll(®, yC®" ®
M,d,b) = h’in(J (M),, por lo tanto se estd en las condiciones del lema anterior y tenemos
que

0—C(M)— [[cw), — [[cM), — 0

es un triangulo en H(C™).

7.5. Sobre cerrados y serrados

El objetivo de esta subseccion es demostrar que C'(M) es un objeto cerrado, por lo
menos para los objetos M € Chain(C)" con C una coélgebra graduada positiva.

Lema 7.15. Sea {U — ...U, =P U,_1 — ...} € Chain(C) un sistema inverso en Chain(C)
tal que

1) 0-U—=]JJvn="[]U.—0
es un tridngulo en H(C*), en donde la flecha f es

{un}neN = {Un — Prg1 (un+1)}neN

y supongamos que existe un Z € Chain(C') tal que Homyc)(Z,U,) = 0 Vn € N. Entonces
HomH(c)(Z, U) =0.

Demostracién: usando la sucesion exacta larga inducida por el tridngulo (}) luego de
aplicar el funtor Homyc+)(Z, —), tenemos el isomorfismo de sucesiones exactas largas:

e /> HomH(c*)(Z, U) e HomH(c*)(Z, Hn Un) e HO’ITLH(C*)(Z, Hn Un) —_— e

e HomH(C*)(Z, U) R —— Hn HO’ITLH(C*)(Z, Un) — Hn HomH(C*)(Z’ Un) - = ...
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como cada Homyc+(Z,U,) = Homyc)(Z,U,) = 0 también es cero el producto, y por lo
tanto HomH(C)(Z, U) = HomH(C*)(Z, U)=0.

Teorema 7.16. Sea C una codlgebra diferencial graduada positiva; sea M € Chain(C)" un objeto
cualquiera y X € Chain(C') un objeto aciclico, entonces

Homyyc)(X,C(M)) =0

Demostracién: C (M) = limC(M),, luego, por el lema anterior basta ver que
Homycy(X,C(M),) = 0 para todon € N, y esto es cierto por el Lema 7.10.

Corolario 7.17. Sea C una codlgebra diferencial graduada positiva. Para cualquier par de objetos
M € Chain(C), N € Chain(C)*,

Homayc)(M,C(N)) = Hompc)(M,C(N))
es decir, C(N) es cerrado.

Demostracién: primero veremos que la aplicacién de localizacién es sobreyectiva, luego
veremos que es inyectiva.

Suryectividad: Sea fr—* € Homp(cy(M,C(N))donde f: M — C(N)yr: M — X esun
quasi-isomorfismo, luego C'o(r) es aciclico. Por la sucesion exacta larga del Homgcy(—, C(N))
tenemos que 7 : Homyc) (X, C(N)) =2 Homycy(M,C(N)), por lo tanto existe g : X —
C(N) tal que r*[g] = [f]. Como r*[g] = [gr], entonces fr~' = grr~' = g (igualdad en
D(C)), o sea, que el elemento fr~! proviene de la clase de g en Homg ) (X,C(N)) =
Homycy(M,C(N)).

Inyectividad: Sea [f] € Homycy(M,C(N)) tal que f.id~' = 0 en D(C'), queremos ver
que [f] = 0 € H(C). Recordamos que en D(C'), dados X, Y dos objetos, dos flechas

fs1 :X<S—X1L>Y
grt :X<T—X2L>Y

son iguales (r, s son quasi-isomorfismos) en caso de que exista un tercer objeto X3 y
morfismos completando conmutativamente el siguiente diagrama:

donde la flecha hacia la izquierda X35 — X es un quasi-isomorfismo.
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En el caso f.id~! = 0, debemos tener un diagrama conmutativo

La conmutatividad del diagrama fuerza a que h = b’ = h” (que es un quasi-isomorfismo)
y aque " = 0.

Se tiene fh = 0, y h es un quasi-isomorfismo; pero en la demostracion del pérra-
fo anterior vimos que cada vez que tenemos un quasi-isomorfismo h : X — M, h* :
Homayc)(M,C(N)) — Homyyc)(X,C(N)) es un isomorfismo, como h*[f] = [fh] = 0 con-
cluimos que [f] = 0, lo que concluye la demostracién de inyectividad.

7.6. [Equivalencia de las definiciones “cerrado” y “serrado”

Consideremos C' una k-codlgebra diferencial graduada positiva y supongamos que
tenemos un M € Chain(C)* tal que M ~ C(M) (donde ~ indica ‘es equivalente ho-
motoépico a’). Entonces Homyycy(X, M) = Homycy(X,C(M)), pero como ahora sabe-
mos que C(M) es cerrado para todo M € Chain(C)*, entonces Homycy(X,C(M)) =
Hompey(X,C(M)) = Homp)(X, M) (la tltima igualdad se debe al hecho general de
que siempre M es quasi-isomorfo a C'(M). Por lo tanto hemos demostrado “serrado =
cerrado”.

Consideremos ahora un objeto cerrado M € Chain(C)*, es decir, un objeto que ve-
rifica Homyc)(X, M) = Hompc)(X, M) para todo objeto X. Consideramos el quasi-
isomorfismo py; : M — C(M), entonces para X = M obtenemos que [p] € Homycy(M,C(M)),
buscamos un morfismo [f] € Homyc)(C(M), M) tal que fp ~ idy y pf ~ idcary. Consi-
deramos los siguientes diagramas conmutativos:

HomH(C)(M,C(M)) :Homp(c)(M7C(M)) HOTTLH(C)(M,C(M)) HomD<C)(M,C(M))
Homayc) (M, M) Homp(cy (M, M) Homsc)(C(M),C(M)) === Homp(c)(C(M),C(M))

HomH(C)(C(M),M) E— Homp(c)(C(M),]V[) HomH(C)(C(M),M) HomD(C)(C(M),M)

En donde sabemos que tanto p* como p, del lado de los Hompc) son isomorfismos. Las
igualdades horizontales se deben, a que C (M) es (siempre) cerrado, o bien a que M es
(por hipétesis) cerrado.

Considerando [id] € Homyyc)(M, M), sabemos que estd en la imagen de p*, por lo
tanto existe [g] € Hompc)(C(M), M) tal que [idy]| = p*([g]) = [9p] = [g]lp]. Si ahora
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consideramos [idc ()] € Homy ey (C(M),C(M)), como p, es un isomorfismo, existe [¢'] €
Homayc)(C(M), M) tal que [idon] = pa(l9]) = [pg'] = [p]lg]-
Ahora es un ejercicio elemental ver que si una flecha tiene inverso a izquierda [¢] e

inverso a derecha [¢'], entonces [g] = [¢] ya que [¢] = [g].idon) = [9]([P]l9']) = ([9][PD)]9'] =
idp|g'] = [¢'], 0 sea que g es un inverso homotépico de p.

Como resultado de lo anterior, de manera automatica todas las propiedades de los se-
rrados son ciertas para los cerrados, como por ejemplo ser una clase de Chain(C)" cerrada
por sumas directas arbitrarias.

Corolario 7.18. Sea C una codlgebra diferencial graduada positiva, M € Chain(C)" un objeto
cerradoy V € Chain(k)*, entonces M ® V es cerrado.

Demostracién: Usando la equivalencia de las dos definiciones, basta probar que M @V ~
C(M®V), pero esto es una consecuenciade que M ~ C(M)yque C(M®V) = C(M)®V.

Como segunda aplicacién, tenemos el siguiente teorema:

Teorema 7.19. Sea C una codlgebra diferencial graduada positiva, H.(C)* la subcategoria plena
de H(C') consistente en los objetos de Chain(C')" que son cerrados, entonces D(C)* es equivalente
aH.(C)*

Demostracién: Consideremos la restriccion a H.(C)" del funtor localizacion H(C)t —
D(C)*. Por definicién de objeto cerrado, este funtor restringido es biyectivo en el Hom,
para ver que es una equivalencia falta ver que es quasi-suryectivo.

Dado M € D(C)*, sabemos que C (M) es un objeto cerrado, y que es quasi-isomorfo
a M, luego tenemos un isomorfismo en D(C)* entre M y C'(M), por lo tanto todo objeto
en D(C)*" es isomorfo a un objeto de la imagen del funtor en cuestién. De hecho, lo que
hemos definido es un funtor C(—) : D(C)" — H.(C)* que es inverso a la restricciéon de la
localizaciéon H.(C)T — D(C)*.

Como extensién de las propiedades ya vistas en la categoria Chain(C') de los limites
inversos localmente finitos, demostraremos los siguientes lemas, que serdn de utilidad en
la caracterizacion de las equivalencias derivadas:

Enunciamos sin demostracion el siguiente lema de dlgebra homolégica:

Lema 7.20. Sea C una de las siguientes categorias: Chain(C'), Chain(A), o Chain(A), donde
respectivamente C' es una codlgebra diferencial graduada, A es un dlgebra diferencial graduada,
0 A es una categoria abeliana. Llamemos H, : C — ZAb al funtor homologia, y sea {V;}ic;
un sistema directo dirigido (i.e., para todo i,j € I, 3k € I tal que k > iy k > j. Entonces
H*(lix?vi) = ILI?H*(Vi). (en el caso en que C = Chain(A), asumimos como hipétesis adicional

que h’n}Vi existe)
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Lema 7.21. Sea X € Chain(C)’, F : Chain(C)" — Chain(D)* un funtor que conmuta con
limites inversos localmente finitos y F(X) € Chain(D)?). Sea V- = limV; € Chain(C)* tal que

para cada i, F' induce un isomorfismo:

F': Homycy(Vi, X) = Homayp)(F/(Vi), F(X))
entonces F induce un isomorfismo en el limite

F : Homyc)(V, X) =2 Homypy(F(V), F(X))

Demostracién: Dados dos complejos Y, Z € Chain(C), denotamos por Home¢ (Y, Z), al
complejo Hom (para la definicién ver por ejemplo [Har 66]). Este complejo en cada grado
esta dado por

Home(Y, Z), = Homene)(Y, Z[n])

Si calculamos la cohomologia de este complejo en grado cero obtenemos

morfismos en Chain(C')

H (Home (Y, 2).) = homotopias

= HomH((;) (Y, Z)

Con la ayuda de este complejo, tenemos que
Homyc)(V,X) = H°(Home(V, X))
= H°(Homc(limV;, X))
HO (limHome(V;, X))
lim O (Home(Vi, X))
I%Hommc) (Vi, X)
h;nilHomH(D)(F( i), F(X))

lim H® (Homp (F(Vi), F(X)))
Ho(limHomD( (Vi), F(X)))
HO(HomD(hmF< i), F(X)))

(X))

H(Homp(F (hmV), F(X

= H°(Homp(F (V) F(X)))
= Homypy(F(V), F(X))

Lema 7.22. Sea F' : Chain(C) — Chain(D) un funtor y {U,},cn un sistema inverso en
Chain(C) tal que las sucesiones exactas

0—>U—>HUn—>HUn—>O
0—F(U)— [[FW.) —[[FU.) —
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(los productos estdn tomados en las categorias Chain(C*) y Chain(D*) respectivamente) son tri-
dngulos en H(C*) y H(D*), donde U = limU,,. Supongamos ademds que para cada n, F induce

un isomorfismo F' : Homycy(Z,U,) = Homyypy(F(Z), F(Uy,)), entonces
F : Homyc)(Z,U) = Homypy(F(Z), F(U))

Demostracién: Utilizaremos las inmersiones de categorias Chain(C) — Chain(C*), Chain(D) —

Chain(D*), H(C) — H(C*) y H(D) — H(D*). Recordamos que si X, Y € Chain(C), en-

tonces Homcnc)(X,Y) = Homepc+)(X,Y), por lo tanto (puesto que las homotopias tam-

bién son morfismos en Chain conla graduacién cambiada) Homyc)(X,Y) = Homyc+ (X, Y).
Aplicando el funtor Homy,, a partir de los tridngulos de hipétesis se tienen morfismos

de sucesiones exactas largas:

HomH(C*)(Z, HUn) - o

n

co > Homyyo+)(Z,U) —— Homyc+)(Z,]1Un)

HHomH y(Z,Up) HHomH )\ (Z,Uy)

—_— .

s — ]:IOTYLH(C*)(Z7 U)

F

-+ —— Homyypy(F(Z), F(U)) — HHomH Z),F(Un)) HHomH 2),FUn) o ...

Por el lema de los cinco, ' : Homyc+)(Z,U) = Homyp+)(F(Z), F(U)), pero como Z 'y
U son objetos de Chain(C)y F(U), F(Z) € Chain(D), entonces F' : Homyc)(Z,U) =
Homayc+(Z,U) = Homyyp+(F(Z), F(U)) = Homup)(F(Z), F(U)).

El ejemplo de aplicacién de este lema serd cuando cada morfismo U, 41 — U, se parta
como morfismo de C-comédulos graduados y F' esté definido no sélo sobre Chain(C)*
sino sobre la categoria todos los de C-comédulos graduados, luego F(U,,11) — F(U,,) se
partird como morfismo de D-comédulos graduados, y la extensiéon de la Proposicién 6.3
asegurard la “triangularidad”de la sucesion exacta del reciente lema.

Para un correcto enunciado del teorema de caracterizaciéon de equivalencias de esta
seccion, estableceremos la siguiente terminologia:

Definicién 7.23. Sea C una k-codlgebra diferencial graduada y C una subcategoria de Chain(C)*.

1. C se dird estable por quasi-isomorfismos en caso de que para todo quasi-isomorfismo
f: M — N con My N objetos de Chain(C)*, M € Csiysélosi N € C.

2. C se dird estable por sumas directas arbitrarias en caso de que, dado un objeto M €
Chain(C)T, si M = @®;crM;, entonces M € C si y sélo si todo M; € C, consideraciones
similares para el producto.
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3. C se diri estable limites inversos que verifican las hipétesis de la Proposicién 6.3
(version generalizada en el ejemplo) en caso de que para todo sistema inverso {U,, },, satisfa-
ciendo las hipétesis de la mencionada Proposicion, con U,, € C para todo ny U := limU,, €

Chain(C')*, entonces U € C. Se utilizard terminologia similar para los limites inversos
localmente finitos.

4. C se dird estable por extensiones por objetos de Chain (k)" si y sélo si para cualquier
V€ Chain(k)*, M € C implica M @ V € C.

Enunciamos y demostramos un teorema de caracterizaciéon de equivalencias deriva-
das, que puede ser visto como la versiéon dual de un Teorema de B. Keller que caracteriza
equivalencias entre categorias derivadas de médulos [Ke 94b]:

Teorema 7.24. Sean C'y D dos k-codlgebras diferenciales graduadas positivas, C' € Chain(k)®,
sea pXc € Chain(D @ C°)® un objeto cerrado en Chain(D) y consideremos F = XOE— -
Dt (C) — DT (D). Las siguientes condiciones son equivalentes:

1. F es una equivalencia,

2. a) Paratodon € Z, F induce una biyeccion en Hompc(C, C[n]) = Homppy (X, X[n])
b) F conmuta con productos arbitrarios.

c) La (menor) subcategoria de Chain(D)" que es estable por quasi-isomorfismos, exten-
siones por objetos de Chain(k)™, conos, traslaciones y productos, que contiene a X,
contiene a D.

Demostracién: Claramente las condiciones (a) y (b) son necesarias, para ver la necesidad
de (c), notamos que la menor subcategoria de Chain(C)* estable por quasi-isomorfismos,
extensiones por elementos de Chain(k)*, conos, traslaciones y productos, que contie-
ne a C' es Chain(C)*. Al ser F' una equivalencia, D € Chain(D)", D estd en la ima-
gen de F y por lo tanto es quasi-isomorfo a algtn objeto de la forma XOZY. Como C
“genera” Chain(C)", luego C “genera.? Y, y por lo tanto X “genera.? D pues XOZC =
X y XOf— := C(X)Oc— preserva conos, extensiones por objetos de Chain(k)* (i.e.
F(M®V) = F(M)®YV para cualquier M € Chain(C)" y V € Chain(k)"), traslacio-
nes, productos y quasi-isomorfismos.

Para ver la suficiencia demostraremos que F' es biyectivo en el Hom y quasi-suryectivo.
La demostracion de este teorema sigue las lineas de los resultados de B. Keller sobre equi-
valencias de categorias derivadas de médulos diferenciales graduados sobre dlgebras di-
ferenciales graduadas.

Ver que F' es quasi-suryectivo es consecuencia de (b) y (c) pues X = F(C'), por lo tanto
X estd en la imagen de F. También es claro que F' conmuta con extensiones por objetos
de Chain(k)", conos, traslaciones y productos, por lo tanto la imagen de F' contiene a
D. Ahora bien, como todo M € Chain(D) es quasi-isomorfo a su resoluciéon standard
D(M), basta ver que D(M) sea quasi-isomorfo a alguien en la imagen de F. A su vez,
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la resolucién standard, si M € Chain(D)", es parte de un tridngulo en donde los otros
dos objetos son productos de D(M),,, como F' conmuta con conos y con productos, basta
ver que cada D(M ), estd en la imagen de F'. Inductivamente, como se tiene un cono con
D®M, D(M),+1y D(M), basta ver que D ® M esté en la imagen de F, pero esto es cierto
pues D estd, y las extensiones por objetos de Chain(k)" también.

Para ver que I’ sea una biyeccion en el Hom se razona de la siguiente manera:

Consideremos C; la subcategoria plena de Chain(C)" formada por los objetos U tales
que
F : Hompc)(U, C[n]) =2 Homppy(F(U), X[n])

para todo n € Z. Claramente C; es estable por quasi-isomorfismos, traslaciones, conos y
sumas directas. Dado que, tanto C'[n] como X [n] son acotados de los dos lados, F/(C) = X
y ambos son cerrados, por el Lema 7.21 se sigue que C; es estable por limites inversos
localmente finitos, luego esta subcategoria coincide con Chain(C)™.

Consideremos C, ahora la subcategoria de Chain(C)" formada por los objetos U tales
que
F: HOmD(C)(V, U) = HOTTLD(D)(F<V), F(U))

para todo V en D(C)*. Cambiando V por V[n] vemos que C, es estable por traslacio-
nes, por lo anterior contiene a C, también es claro (lema de los 5) que es estable por
quasi-isomorfismos, conos y sumandos directos. Por el Lema 7.22 es estable por sistemas
inversos que verifiquen las hipétesis de dicho lema.

Veremos ahora que C ® V' € C, para todo espacio vectorial diferencial graduado V,
conV, =0 parap < 0.

Como C®V = 1limC ® V] siendo V; el espacio vectorial diferencial graduado truncado

~J
en grados mayores que j, y este limite verifica las condiciones del Lema 7.22, basta ver
que C ® V € C, para cualquier V € Chain(k)’. Ahora bien, si V' € Chain(k)?, entonces
C ® V se escribe como el complejo total asociado a un complejo doble de la forma

(1) 0— CUO)[”O] - C(h)[no 1= - C(Ik)[no + k] =0

Asocidandole a un complejo del tipo (f) el nimero natural k£ + 1 (que llamaremos largo),
vemos que este complejo es un cono de un morfismo entre complejos de largo k y largo 1,
luego, inductivamente, basta ver que C' () e C,.

Pero ésto es sencillo porque C¥ = C @ k) es un sumando directo de C @ k! =
C! (producto en la categoria Chain(C)), por lo tanto CY) € C, pues C, es estable por
productos (debido a b), es estable por sumandos directos y contiene a C'

Sea ahora M € Chain(C)", como C, es estable por quasi-isomorfismos, para ver que
M € C, basta ver que C(M) € Cy. Como C'(M) = l(i_rgC(M),,, basta ver que cada C'(M), €

Cy. Pero al tener un triangulo

0—-C®(C**@M)— C(M)yy — C(M),—0
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(pues esta sucesion se parte en la categoria de C-comoédulos graduados), inductivamente
basta ver que C' ® V' € Cy, cosa que ya sabiamos, luego C, = Chain(C)*.

Ejemplos: 1. Si C' y D son equivalentes Morita - Takeuchi entonces D(C)" = D(D)* y
D(C) = D(D).

2. Veremos, si bien de manera directa, sin utilizar este teorema, que si f : C' — D es un
morfismo de codlgebras diferenciales graduadas positivas que es un quasi-isomorfismo,
entonces D(C) = D(D),y D(C)" =D(D)*.

3. Definiremos el concepto de (co)tilting o bicomédulo basculante y veremos que dadas
dos codlgebras que sean equivalentes cotilting (en el sentido a definir mas adelante),
si bien no tienen por qué ser equivalentes Morita - Takeuchi, sus categorias derivadas
si seran equivalentes.
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7.7. Quasi-isomorfismos de codlgebras diferenciales graduadas, ejem-
plo de equivalencia derivada

Sea f : C'— D un quasi-isomorfismo de coalgebras diferenciales graduadas positivas,

[

se quiere ver que D(C') = D(D). Para esto se considera el C-D-complejo C'y que es C' como
objeto y con estructura a derecha dada por

c—2ceoc ™ cepD

y andlogamente se considera ;C.

Proposicién 7.25. Se tienen los siguientes isomorfismos:
1. fCDng = Den 'ZD(DE)Jr
2. CngfC >~ (Cen D(Ce)+

Demostracién: 1. es casi inmediato. Como ;C' es un C-comédulo cerrado a derecha,
entonces ;COEC; = ;COcC; = ;C}, o sea, C considerado como D-bicomédulo. Por
hipétesis, f : C — D es un quasi-isomorfismo. Considerando C' como D-bicomédulo,
[ yCy — D es un morfismo de D°-comddulos, que es un quasi-isomorfismo, luego un
isomorfismo en D(D°).

2. Para calcular C;0% ;C, hay que resolver a C; como D-comédulo a derecha. Utilizando
la resolucién standard para los D-comédulos tenemos:
C;O%;C = Tot(Dp>1C ® D", d, b )OpCy =
>~ Tot(Pp>1C @ D"t @ O, d, V)

por otro lado, utilizando la resolucién standard de C' como C-bicomédulo, tenemos que
el complejo C' es quasi-isomorfo a Tot(®,>1C®" "1, d, V), y de este complejo, aplicando
f en C®"*1 salvo en en las componentes de los dos extremos, se tiene un morfismo de
complejos C¢-colineal:

Tot(@nzlc'@”H, d, b,) — Tot(EBnZlC ® D®n—1 ® C, d, b/)

el cual, segtin demostraremos a continuacién, es un quasi-isomorfismo:
Por la férmula de Kiinneth, f induce un quasi-isomorfismo entre los complejos:

id® f€ ®@id: (C¥%,d) — (C @ D®" @ C,d)
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Por otro lado, los complejos de interés son

d d d
(CRC)y—(CRC®C),—1~(CoC®?®C)y—
d d d
C®0)—(CerCeC),—Y~(CeC®?xC)—
d d d
(CeC)y—~(CeCel)y—"(CoC®2eC)—
d d d
CeC0) ., —5%CeCeC) - Cec2eC) V—-
d d d
y
d d d

por la férmula de Kiinneth, las columnas son quasi-isomorfas. Si se consideran los com-
plejos truncados hasta la columna n-ésima, éstos son quasi-isomorfos utilizando la férmu-
la de Kiinneth mas un argumento de induccién y la existencia de una sucesiones exactas
cortas de complejos, con el grande en el medio y dos complejos con menos columnas en
los costados. Ahora bien, el complejo total es el limite inverso de los complejos truncados
hasta la columna n-ésima, entonces como la flecha es un quasi-isomorfismo sobre todos
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los limitandos, también es un quasi-isomorfismo en el limite, pues la homologia conmuta
con este tipo particular de limites inversos (se estaciona en tiempo finito grado a grado).
Como corolario, se tiene el resultado fundamental:

Teorema 7.26. Sea f : C — D un morfismo de codlgebras diferenciales graduadas que es un
quasi-isomofismo, C, D € Chain(k)™, entonces ;COE— : D(C)" — D(D)* y C;0%—
D(D)*t — D(C)" son un par de equivalencias, una inversa de la otra.

Observacion: En este caso, no sélo se tiene una condicién para ver cuando un complejo
del tipo ¢« Xp da una equivalencia entre D(C)" y D(D)" sino que ademads se tiene un
segundo complejo del tipo pYc tal que

X0ty =

YORX =D

Esta sera la condiciéon que nos permitirad demostrar la invariancia de Hoch", y por lo tanto
la meta de aqui en mas sera la de encontrar las hipétesis adecuadas que nos permitan
refinar los teoremas de caracterizacién de equivalencias hasta obtener formulas del tipo
anterior. A los resultados de esta clase los llamaremos en general ‘teoremas tipo Morita’.
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7.8. Bicomoddulos basculantes

Sea C' una codlgebra con diferencial nulo y concentrada en grado cero, 7 un C-
comoédulo quasi-finito, D = ex(T") y tal que ep(T') = C.
Observacién: La condiciéon de quasi-finitud puede parecer bastante restrictiva, pero si nos
preguntamos qué tipo de funtores que admiten adjunto inducen una equivalencia deriva-
da, entonces el hecho de admitir un adjunto fuerza a uno de los funtores a conmutar con
sumas directas y a ser exacto a izquierda. Sabemos que en esa situacion, el funtor no tiene
otra opcién que ser un producto cotensorial. A su vez, los tinicos productos cotensoria-
les que admiten adjunto son aquellos que consisten en cotensorizar con un bicomédulo
quasi-finito.

Definicién 7.27. Un bicomédulo pT¢ se llamard (co)tilting si y sélo si se verifican las siquientes
propiedades:

L] 60(T) = D, €D(T) =C

Ext}(Y,T) = 0Vn > 2, para todo D-comédulo Y .

ExtL (T, T) =0

Existe una sucesion exacta del tipo
0—-T1T1—1Ty—D—0
donde los T; son sumandos directos de sumas directas de T (es decir, T; € Add(T),i =0, 1).

Existe una sucesion exacta de D-C-bicomédulos

0—plc—1y—1; —0

Donde los I; son D-inyectivos quasi-finitos.

Al igual que en el estudio de los objetos cerrados, los resultados que obtendremos
estardn basados en la posibilidad de definir una adjuncion.

Proposicién 7.28. Sea pTc un comédulo C-quasi-finito. Entonces, para cualquier par de com-
plejos X € Chain(C),Y € Chain(D) se tiene:

HOTnCh(C) (hD (T, Y), X) = HomCh(D) (Y, TDCX)

Homyycy(hp(T,Y), X) = Homypy(Y, TOcX)
donde el diferencial de hp(T,Y) es hp(T, dy ) y el diferencial de TO X es idrOedx.
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Demostracién: Recordamos que dados dos objetos A y B en la categoria de complejos
sobre una categoria abeliana C, estd definido el complejo Hom¢(A, B). En cada grado se
lo define como
Home (A, B), = [ [ Home(A,, Bulp))
neZ
y el diferencial esta dado por

{¢n}n€Z = {¢n+1dA + (_1)nd3¢n}

Demostraremos primero que Home(hp(T,Y), X) es isomorfo, como complejo, a
HomD (Y’, lecX)

La adjuncién entre las categorias de C'-comédulos y D-comdédulos nos provee de un
isomorfismo en cada grado, ya que

Home (hp(T.Y),X), = [[ Home(hp(T.Y,,), Xulp]) =
ne

= [ Homp (Y, TOcX,[p]) = Homp(Y, TOc X),
neZ

Este isomorfismo conmuta con el diferencial, y para ver ésto se utiliza la naturalidad de
la adjuncién: llamemos {f,},c7z a un elemento de Homp(Y,T0cX), y denotemos por
{9n}nez al elemento de Home(hp(T,Y), X) correspondiente a { f,,},c7z segun el isomor-
tismo de la adjuncién.

Como dyx : X,, — X,,11 es un morfismo en la categoria de C-comdédulos, la naturalidad
de la adjuncién dice que el diagrama

Home(hp(T,Y,), X,) e Home(hp(T,Y,), Xut1)

Homp(Yo, TO0 X)) —22% Homp (Y, TOo X 11)

es conmutativo. Si tomamos el elemento g, € Home(hp(T,Y,,), X,), di(9,) = dg,, por otro
lado el morfismo correspondiente a g,, es el que habiamos llamado f,,, y éste es enviado a
(¢d0dy). fr, = (4d0d,) f, luego dg,, corresponde a (id0d,) f,, = dro.x f-

Utilizando ahora la naturalidad en la otra variable, dado dy : Y,, — Y,,,1 obtenemos el
diagrama conmutativo siguiente:

Home(hp(T, Ya1), Xnt1) 22— Home (hp (T, Vo), Xni1)

d*

Homp(Yni1, TOcX41) Homp(Y,, TOcX,41)

Llamando de nuevo f,;; a un elemento de Homp(Y,4+1,70cX,+1) Y gnt1 @ su corres-
pondiente en Home(hp(T, Yn41), Xnt1) tenemos que hp(T,d)* (gnt1) = Gnyrhp(T,d) =
Gn+1dn,, (1, e corresponde con d*(f) = fd.
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Con estos dos datos, vemos que el diferencial de {f, },cz, que es

{forrdy + (=1)"dro.x fntnez,

se corresponde con {g,41dn,(1y) + (—1)"dx gn } ez, qQue no es otra cosa que el diferencial
de {gn}nez-

Como corolario de este cdlculo tenemos que los ciclos de grado cero de los complejos
Home(hp(T,Y), X)y Homp(Y,TO-X) son isomorfos, y los ciclos en grado cero de estos
complejos son los morfismos en las categorias Chain(C') y Chain(D) respectivamente. Uti-
lizando el mismo isomorfismo de complejos también podemos decir que las homologias
en grado cero son isomorfas, y ésto es lo mismo que decir que Homyc)(hp(T,Y), X) =
HO’ITLH(D) (Y, TDOX)

Corolario 7.29. Con las notaciones anteriores, TUc— : H(C) — H(D)y TOE— : D(C)* —
D(D)* conservan productos.

Demostracion: El funtor TOc— : H(C') — H(D) preserva productos pues admite un
adjunto a izquierda.

Sean ahora {M,};c; una familia de objetos de Chain(C)* indexada por un conjunto
I tal que [[; M; € Chain(C)*. Para calcular TO&(]], M;) hay que buscar un objeto C-
cerrado quasi-isomorfo a [ [, M;; una opcién es considerar C([[,(M;)), que es cerrado, pero
no es necesariamente valida la igualdad C([[, M;) = [[, C(M;), sin embargo, otra opcién
es considerar directamente [[, C(M/;), y como cada C(MM;) es quasi-isomorfo a M; (es k-
homotépico a), entonces [[, C(M;) es quasi-isomorfo a [[, M; (son k-homotépicamente
equivalentes) y ademas es cerrado (producto de cerrados es cerrado). Sabiendo que TU¢—
conmuta con productos, tenemos

TO(] [ M) = 10 [ [ € (M) = [ [(T0cC(M) = [T (108 M)

(2 3

Teorema 7.30. Sea pT¢ un comédulo basculante. Entonces TOc— : Chain(C)™ — Chain(D)*
induce una equivalencia T : D(C)* — D(D)*.

Demostracién: Utilizando el Teorema 7.24, la condicién (a) es parte de la definiciéon de
bicomplejo basculante, la parte (b) es el corolario anterior.

Para la parte (c), si una subcategoria de Chain(D)" es estable por extensiones por
objetos de Chain(k)" y por sumandos directos, al contener a 7' contiene necesariamente a
Add(T), y como existe una sucesion exacta del tipo

0—-T,—-Ty—D—0

entonces la estabilidad por conos implica que la imagen del funtor 70~— contiene al
complejo T — Tj (que es el cono de la aplicacion diferencial del complejo concentrado T3
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en el complejo concentrado 7). La estabilidad por quasi-isomorfismos implica entonces
que la imagen de T0x— contiene a D.

Observacion: Un complejo del tipo

dn da di

0 Xn X1 Xo 0

se obtiene por un proceso de conos iterados, pues Co(d; : X; — Xo) = (0 — X; — Xy —
0),asuvez (0 - Xo — X; — Xy — 0) = Co(dy: X5 — (0 = X7 — Xy — 0)), etc. Por lo
tanto, podemos extender la definicién de comédulo cotilting de la siguiente manera:

Definicién 7.31. Un bicomédulo pT¢ se llamard basculante generalizado, o (co)tilting generali-
zado, si y solo si se verifican las siguientes propiedades:

m ec(T)=D,ep(T)=C
» Exth(Y,T) =0Vn > 2, para todo D-comédulo Y.
= ExtL(T,T) =0
» Existe una sucesion exacta del tipo
0—-17,—--—>T  —-Ty—D—0

donde los T; son sumandos directos de sumas directas de T (es decir, T; € Add(T), i =
0,1,...,n).

» Existe una sucesion exacta de D-C-bicomédulos
0O—ple—1Ly—1—--—1,—0
Donde los 1; son inyectivos quasi-finitos vistos como D-comddulos.

Y de la misma manera, adaptando y copiando las demostraciones de esta seccion,
podemos generalizar el teorema anterior de la manera obvia:

Teorema 7.32. Sea pTc un comédulo tilting generalizado. Entonces el funtor

TOc— : Chain(C)T — Chain(D)" induce una equivalencia de categorias trianguladas
T = TOE— : D(C)* = D(D)*.

Observacién: La condicion Ext},(T,T) = 0 para x > 1 es necesaria si se quiere seguir te-
niendo el resultado de equivalencia entre las categorias derivadas D(C)* y D(ec(T))"
pues si estas categorfas son equivalentes via el funtor TUE—, entonces Ext?(T,T) =
Homppy (T, Ti[n]) = Hompcy(C, C[n]) y este tltimo espacio es cero a menos que n = 0.
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8. Hacia resultados tipo Morita

8.1. Definicién de comédulo quasi-finito generalizado

Durante esta seccién, C'y D denotaran k-codlgebras diferenciales graduadas positivas.

Sea pT¢ un objeto de Chain(D® CP)* y consideremos el funtor 70— : Chain(C)t —
Chain(D)™. Este funtor, ademads de ser un funtor entre Chain(C)* y Chain(D)", puede
considerarse como funtor entre categorias con el Hom ampliado, més precisamente, si
consideramos la categoria cuyos objetos son los mismos que los objetos de Chain(C)™*
(resp. Chain(D)™) pero como conjunto de morfismos se toma Hom (resp. Homp), enton-
ces T0x— es también un funtor en esa categoria.

Definicién 8.1. Sea pTc € Chain(D ® C), diremos que T es quasi-finito generalizado
(g.q.f.) si y sélo si para cada Y € Chain(C) existe un objeto hp(1T,Y) en Chain(D), que es
funtorial en' Y, y un isomorfismo

Homp(hp(T,Y), X) =2 Home(Y, TOcX)
natural en X.

Como primer ejemplo tenemos que si C'y D son coalgebras concentradas y p7¢ es un
D-C-bicomédulo que es quasi-finito como D-comdédulo en el sentido usual, entonces 7" es
quasi-finito en el sentido generalizado.

Observacién: Dado Y € Chain(D), entonces hp(—,Y) es funtorial con respecto a los bi-
comoédulos T" g.q.f. La demostracion de esto es simplemente abstract nonsense.

La nocién de g.q.f. es estable por sumas finitas, sumandos directos, traslaciones y co-
nos (basta definir hp(Co(T" — T"),Y) como Co (hp(T",Y) — hp(T,Y)) [-1]). Como con-
secuencia de ésto, si C' y D son dos codlgebras concentradas y 7" es un complejo acotado
en donde en cada grado se tienen D-C-bicomédulos D-quasi-finitos, entonces 7" es g.q.f.

A partir de la definicién, se tiene la siguiente propiedad:
Proposicién 8.2. Sea pT¢ € Chain(D ® CP)* g.q.f., entonces
Homeno)(hp(T,Y), X) = Homepp) (Y, T0cX)
Homacy(hp(T,Y ), X) = Homypy (Y, TUc X)
para todo X € Chain(C)eY € Chain(D).

Demostracién: Esto es claro pues

Homenoy(—, —) = (Home(—, —))y y Homyoy(—, —) = HY (Home(—, —))

SiX=CeY =pTconT g.q.t., tenemos que
h*D<T, T) = Homk(hD(T, T), k‘) = HOmc(hD(T, T), C) = HOTTLD<T, T)

es decir, el dual graduado de hp(7,T) es un algebra diferencial graduada. Veremos que
de hecho, hp(T,T) es una coalgebra diferencial graduada.
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Proposicién 8.3. Sea o X g.q.f., entonces £ := he(X, X) es una codlgebra diferencial graduada.

Demostracién: El morfismo de estructura se obtiene como sigue:
Del morfismo identidad ids € Homen) (E,E) = Homenco) (X, X ® £) se tiene un mor-
tismo, que denotamos p; componiendo con p ® ids se tiene un elemento en

HomChain(C) <X> X®E® 5) = HomChain(k) (57 E® 5)

y esa es la comultiplicacién. De un calculo directo se tiene que la traspuesta de la comul-
tiplicacion no es otra cosa que la composicion en Endq(X) = £97*. Por otro lado Endc(X)
es un algebra diferencial graduada, por lo tanto £ es una codlgebra diferencial graduada,
como se sigue del siguiente diagrama:

& ER®E

-

J Ld** i(l@d*id*@l)* J{l@d**id**@l 1®d+d®1

g —(End @ End)* <—— £ @ £

e

E®E

£ A

Se quiere ver que el cuadrado mds grande es conmutativo. El cuadrado maés chico
de la izquierda es conmutativo porque End es un &lgebra diferencial graduada, la placa
de arriba (y la de abajo) son conmutativas por argumentos de algebra lineal, las otras
también (por mismas razones).

Observaciéon: empezando con codlgebras concentradas C'y D, al estudiar las eventuales
equivalencias entre D(C') y D(D) vemos que las codlgebras diferenciales graduadas apa-
recen inevitablemente. La utilidad y necesidad de la introducciéon de objetos diferenciales
graduados en la teoria de Morita para categorias derivadas de médulos fue ya remarcada
por B. Keller [Ke 94b].

Como en el caso de codlgebras y comédulos concentrados, se tienen las siguientes
propiedades del funtor hp (T, —):

Proposicion 8.4. Sea p X, un objeto g.q.f., llamando £ = hp(X, X) entonces X € Chain(EP),
siY € Chain(D) un D-comédulo entonces hp(X,Y) € Chain(€) y ademds pXe es g.q.f., es
decir,

HOmg(hD(X, Y), U) = HomD(Y, XDgU)

Demostracién: de la adjuncién

Homk(hD(X, Y), Z) = HomD(Y,X X Z)
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tomando Z = hp(X,Y) se tiene un morfismo Y — X ® hp(X,Y) de grado cero que es el
que corresponde a la identidad de hp(X,Y') (que es también de grado cero). Tomando el
caso particular X =Y se tiene un morfismo X — X ® &; éste es el morfismo de estructura
de X como £-comddulo a derecha.

Volviendo a un Y cualquiera, del morfismo identidad

Z'th(XJf) € Homk(hD(X, Y), hD<X, Y)) = HomD(Y,X X hD(X,Y))

se tiene un morfismo de complejos Y — X ® hp(X,Y), el cual componiéndolo con el
morfismo de estructura de X da un elemento de

HomD(Y,X ®RE® hD(X, Y)) = Homk(hD(X, Y),g ® hD(X, Y))

Este morfismo provee a hp(X,Y') de una estructura de £-comédulo (a izquierda).
Para ver la adjuncién entre categorias de D-comédulos y de £-comédulos se considera
el siguiente diagrama:

Homy,(hp(X,Y),U) Homp(Y, X @ U)

l i

Homy(hp(X,Y),ERU) = Homp(YV, X R E@U)

I

Las flechas verticales son, en la columna de la derecha, la diferencia entre las flechas
inducidas por la estructura de X y la de U. En la columna de la izquierda, la flecha de
abajo es la diferencia entre la inducida por la estructura de hp(X,Y) y por la de U. Pero
visto cémo estaban definidas las estructuras a derecha de X y a izquierda de hp(X,Y), la
flecha de la columna de la derecha esta en correspondencia con la flecha de la columna de
la izquierda, por lo tanto sus ntcleos son isomorfos. El nticleo de la flecha de la izquierda
es por definicion Homg(hp(X,Y),U) y el ntcleo de la flecha de la derecha consiste en los
morfismos con imagen en XU, es decir, Homp (Y, XO:U), como queriamos ver.

Consecuencia:

Sea F' : D(C) — D(D) un funtor tal que F(C) es quasi-isomorfo a un objeto p X g.q.f.
y cerrado, entonces X € D(D ® £).

Suponiendo que F' es una equivalencia, queremos ver en qué situaciones el funtor
XOE—:D(€) — D(D), también es una equivalencia:

8.2. Se quiere ver que pX:[1¥— es una equivalencia.

Comenzamos con unos comentarios en el caso particular de coalgebras concentradas.
Supongamos C'y D dos codlgebras concentradas tales que existe una equivalencia de
categorias trianguladas F' : D(C')* — D(D)™". Denotemos por H;(C)" a la subcategoria
plena de H(C')"™ formada por los complejos M tales que M, es C-inyectivo para todo n €
Z, andlogamente denotamos por H;(D)* a los complejos de componentes D-inyectivas.
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Ya sabiamos de antes que D(C)" = H.(C)* donde H. denota la clase de objetos cerrados,
el funtor que da esta equivalencia es la resolucién standard M — C(M), y en este caso
vemos claramente que C'(M) toma valores en H;(C)*, por lo tanto D(C)" = H(C)*.
Tenemos asi la siguiente proposicion:

Proposicién 8.5. Sean C'y D dos k-codlgebras concentradas, son equivalentes:
1. D(C)"=D(D)*
2. Hi(C)F =H(D)*

Lo que deseamos es agregar a esta lista de equivalencias, una version H® (donde por
H’ denotamos a la subcategoria plena de H formada por los objetos homotdpicamen-
te equivalentes a objetos de Chain®), para esto, siguiendo las ideas de J. Rickard [Ri89],
podemos caracterizar a los objetos acotados de la siguiente manera:

Lema 8.6. Sea C una k-codlgebra concentrada, X € H;(C)*. Entonces X € H;(C)" si y solo si,
paracadaY € H;(C)" existe ng € N tal que Homycy(X[n],Y') = 0 para todo n < ny.

Demostracién: Como X € H;(C)%, 3m € N tal que X, = 0 para todo p tal que |p| >
m, ademds dado Y € H;(C)*, se tendrd que Y, = 0 para todo p < m’ para un da-
do m’ € Z. Tomando n < m — m/, tenemos que Homcpc)(X[n],Y) = 0, por lo tanto
Homycy(X[n],Y) = 0, es decir que la condicién es necesaria.

Veamos la suficiencia:

Sea X € H,(C)", tomamos Y = C, luego existe n, tal que

0 = Homyc)(X[n],C) = X7, Vn < ng

luego X,, = 0 paran > —ny, es decir que X € H;(C)~, pero como X ya estaba en H;(C)™"
se sigue que X € H(C)".

Esta caracterizaciéon de los complejos acotados es estable por equivalencias de cate-
gorias trianguladas H;(C)* — H;(D)*, luego tenemos el siguiente corolario:

Corolario 8.7. Sean C'y D dos k-codlgebras concentradas, son equivalentes:
1. D(C)"=D(D)*
2. H(C)r=H(D)*
3. Hi(C)> = H(D)

Este corolario lo que dice es que, si C'y D son dos codlgebras concentardas y F' :
D(C)t — D(D)" es una equivalencia de categorias trianguladas, entonces se puede su-
poner sin pérdida de generalidad que F'(C) es un complejo acotado de los dos lados, y
con componentes D-inyectivas (por lo tanto cerrado).
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Cuando C'y D son dos codlgebras diferenciales graduadas arbitarias, la definicion de
H no tiene sentido pues por ejemplo la codlgebra misma no tiene porqué tener compo-
nentes C-inyectivas (de hecho, las componentes ni siquiera tienen porqué ser C'-comédu-
los, tan solo son Cy-comdédulos). Si C'y D son dos codlgebras diferenciales graduadas
positivas y F' : D(C)* — D(D)" una equivalencia de categorias trianguladas, no sabe-
mos si es posible elegir, dentro de la clase de objetos quasi-isomorfos a F'(C'), uno tal que
a la vez pertenezca a Chain(D)" y sea cerrado, es por esto que asumiremos este hecho co-
mo hipétesis, por lo visto anteriormente, en el caso concentrado esta hipoétesis se satisface
automaticamente.

Proposicién 8.8. Sean C'y D dos k-codlgebras diferenciales graduadas positivas tales que existe
una equivalencia de categorias trianguladas F : D(C)* — D(D)*. Asumamos ademds que F'(C)
es quasi-isomorfo a un objeto pX g.q.f. cerrado y acotado (i.e. X € Chain(D)) y que ademds
& := hp(X, X) es graduada positiva. Entonces el funtor XUE— : D(E)T — D(D)T es una
equivalencia.

Demostraciéon: Como X € Chain(k)®, se sigue que £ € Chain(k)’, podemos utilizar en-
tonces la caracterizaciéon de equivalencias que da el Teorema 7.24.

El punto (a):

Como X es cerrado,
Homp(p)(X, X[n]) = Homypy(X, X[n]) =
por la adjuncién

= Homu(p)(X, XOFEN]) = Homyye)(hp(X, X),E[n]) = Homyye)(E, E[n])

El punto (b): Como X es g.q.f, el funtor X[¢— : H(E) — H(D) admite adjunto, por lo
tanto, con demostracién idéntica a la del Corolario 7.29 se tiene que XUE— : D(E)T —
D(D)* conserva productos.

El punto (c):

Dado que F es una equivalencia y C' “genera”D(C)*, al ser F(C) = X = X0OE¢&
entonces X “genera.” D(D)*, pues F' conmuta con productos, extensiones por objetos de
Chain(k)*, conos y traslaciones.

Corolario 8.9. Sean C'y D dos codlgebras concentradas y sea F' : D(C)* — D(D)* una equi-
valencia tal que F(C') es quasi-isomorfo a un objeto pX cerrado acotado y g.q.f. tal que £ =
hp(X, X) es graduado positivo. Entonces existe un objeto pTc tal que TOE— : D(C)™ — D(D)*
es una equivalencia.

Demostracién: llamemos € a hp(X, X), sabemos que XOF— : D(E)T — D(D)* es una
equivalencia.
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Como £ es una coalgebra graduada positiva, el morfismo de complejos

do d1

0 d &o &

]

HOHKGT(CZO)HOH

es un morfismo de codlgebras. Si consideramos los morfismos duales, dado que £* =
hp (X, X) = Homenu (hp(X, X), k) = Homenp)(X, X), suhomologia es

H"(€%) = Homyyp)(X, X [n]) = Homop) (X, X[n])

(pues X se supone D-cerrado) y ésto a su vez es igual a Homp(c)(C, C[n]) pues se tiene
una equivalencia F' : D(C') — D(D) y F(C) = X. Como C estd concentrada en grado
cero (y ademds es un objeto C'-cerrado) entonces este Hom da cero a menos que n = 0y
en ese caso da Homq(C,C) = C*. Como consecuencia de ésto, tenemos que el morfismo
f:C = H°(E) — FE es un quasi-isomorfismo.

Las categorias D(C)*, D(£)* son equivalentes en virtud del Teorema 7.26, las equiva-
lencias entre estas categorias estdn dadas por

;COE— D) —= D)
C/OE—:DE)" — D(O)*F
Podemos componer las equivalencias:

CcOR xar
D(C)* =5 D(E) = D(D)*
Por la asociatividad del producto cotensorial derivado, tenemos que 7' := XOE;C €
Chain(D ® C°?)* induce una equivalencia TOE— : D(C)* — D(D)*.

8.3. Mas sobre (co)tiltings generalizados

Sabemos a partir del Teorema 7.32 que si C'y D son dos coalgebras concentradas y
pTc es un bicomédulo que es basculante generalizado entonces induce una equivalencia
TOE— . D(C)T = D(D)T, lo que no sabemos atin es si el funtor inverso a TUZ— es o no
de la forma QUE— para algtn complejo Q € Chain(C ® DP)*. Demostraremos en esta
subseccion que éste es el caso.

Antes de demostrar lo enunciado en el parrafo anterior, demostramos un Lema que
puede ser considerado como parte del folklore de la teorfa de comédulos:

Lema 8.10. Sean C'y D dos codlgebras (concentradas), plc un bicomédulo, que visto como D-
comddulo es inyectivo y quasi-finito. Si M es un D-comddulo a derecha, entonces

hp(I, M) = hp(I, D)OpM

(isomorfismo de C-comddulos)
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Demostracién: Como el funtor hp(/, —) es adjunto a izquierda de /CJ-—, entonces con-
muta con sumas directas, en consecuencia, si W es un espacio vectorial cualquieray X es
un D-comodulo a derecha, entonces hp(I, X @ W) = hp(1, X) @ W.

Por otro lado sabemos que hp(I,—)* = Comp(—,I); al haber supuesto que I fuera
D-inyectivo, el funtor Comp(—, I) es exacto, luego hp(I, —) también es exacto. Conside-
rando entonces la sucesion exacta a izquierda:

0—>M—"DM—-"DeDeM
tenemos la siguiente identificacion de sucesiones exactas:

0——>hp(I,M)——hp(I,D® M) —>hp(I,D® D& M)

de lo que se sigue el resultado buscado.

Teorema 8.11. Sea pT un bicomédulo basculante generalizado, sea T, € Chain(D @ CP)® el
complejo de la definicion de basculante generalizado que es quasi-isomorfo a T estd formado por
bicomédulos que son D-inyectivos quasi-finitos. Entonces se tienen isomorfismos (en D(D®)* y
D(C®)* respectivamente):

T.0chp(Ty,D) = D

hp(T., D)OpT, = C

Demostracién: probaremos sélo el segundo isomorfismo, el primero serd un corolario de
los resultados de la seccién siguiente.
hp(Ty, D), = hp(T-y, D), luego

(hD(T*> D)DDT*)n = 65p+qznhD(T—10a D)DDTQ = @p+q:nhD(T—p7 Tq)

Luego hp(Ty, D)OpT, = hp(Ty,T,) y sabiamos que esta codlgebra es quasi-isomorfa a C.

8.4. Lemas de extension de funtores

Lema 8.12. Sean C'y D dos codlgebras diferenciales graduadas positivas y sea F' : D(C)* —
D(D)* una equivalencia con inverso G : D(D)* — D(C)*. Entonces, para cualquier codlgebra
diferencial graduada positiva E, se puede extender a ' y a G para formar un par de equivalencias
entre D(C @ E)TyD(D @ E)*.

Demostracion: Sea X € D(C ® E)*, entonces X es quasi-isomorfo a su resolucién con
respecto a I
C,EX — TOt(EBn>OEE®n (059 CX, bIE, d)
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Se define entonces
F(X) := Tot(®ns08E*" @ pF(cX), by, d) € D(D ® E)

Notar que como la estructura de £-comoédulo es C-colineal, entonces se le puede aplicar
el funtor F' a la flecha E-estructural de X y queda asibien definido el complejo de la
derecha. R R R

De manera andloga se define GG. Veamos que G es inverso de F":

G(F(X)) = BroopE" @ cG(F(X)) =
= B0 E®" @ cG(BpsopE*? @ pF (X))

pero @,-0E®P®@p F(X) es quasi-isomorfo a F'(X) como D-comddulo, entonces G(®p~op E¥P®
pF(X))) es quasi-isomorfo a G(F'(X)) como C-comédulo, luego la ultima expresion es
quasi-isomorfa a

B0 E®" @ cG(F(X)) = ®poopE®" @ ¢ X = peX

El quasi-isomorfismo del otro lado es andlogo. Notar que todos los morfismos expuestos
son funtoriales, luego G o F' = Id y lo mismo en el otro sentido.

Corolario 8.13. Sean C'y D dos codlgebras concentradas y pTc un complejo basculante genera-
lizado. Consideremos F' = pTcUOc—y G = hp(T, —) y llamemos «Qp := hp(T, D). Entonces

pTORQ = D
cQURT = C
en D(D ® D°P) y D(C ® CP) respectivamente.

Demostracion: Se extiendea G = cQpf—ya F = DTCEIC a las categorfas D(C'®CP)*
y D(D ® C?)" respectivamente, considerandose los F y G pertinentes. Entonces:

cCo = G(F(cCc) = G(@psopT, @ CEM) =
= G(DT*C) (Bnsochp(Ty, T.) @ CE") =
> (usochp(T, D)ORT @ C&") = chp(T., D)OFTe =
= cQORTE

Llamamos ahora F y G a los funtores que provienen de F'y G extendidos a las cate-
gorias D(D @ D°)* y D(C ® D?)*, y obtenemos, de manera andloga:

pDp = F(G(pDp) = F(@nsochp(T., D) ® DF") =
= f(chD(T*, D)p) = (&nsopT0chp(T,, D) ® DY) =
~ ,TOEQ
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9. Homologia de Hochschild y ciclica de coalgebras dife-
renciales graduadas

El propésito de este capitulo es el de definir los grupos de cohomologia de Hochschild
y ciclica para las codlgebras diferenciales graduadas. Estas nuevas definiciones, anélo-
gamente al contexto de dlgebras diferenciales graduadas tendrdn en cuenta no sélo la
estructura de comultiplicacién sino también el diferencial. Serd una definicién tal que
si f: C — D es un morfismo de codlgebras diferenciales graduadas que es un quasi-
isomorfismo, entonces sus homologias (a través de un morfismo inducido por f) sean
isomorfas.

Naturalmente, las definiciones del caso diferencial graduado generalizaran las del ca-
so usual considerando a una codalgebra sin estructura diferencial graduada como gradua-
da concentrada en grado cero y con diferencial nulo.

9.1. CoHomologia de Hochschild

Dada C una codlgebra diferencial graduada, recordamos la definicién de la resolucién

standard C(C):
(), = (@ c®"+l> = P ...,

n>1 P 10+...tn=p

y su diferencial se escribe como la suma de dos diferenciales:

bl . C®n+1 N O®n+2

V=> (—1)'A;

1=0

donde A;(co, ..., ¢n) = (co,- ., A(c), .-, Cn)

d: C®n+1 N C®n+1

(Coyevryen) = (=1)" (Z(—m%'*'*%1|(ci1, o dele), - ,cin>>
k=0
Se define el operador ciclico sobre elementos homogéneos (extendiéndolo despues por

linealidad) como:
T - C®n+1 _ C«®n+1

(CosC1y -y n) = (=) (=1)lcobllermen)le " e )
donde |(cq, ..., ¢,)| denota el grado usual de (¢4, .. ., ¢,) en el producto tensorial,
l(c1, .o en)| = lea] + - eal-
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Sillamamos A, := (—1)""T 0 A : C®"F1 — C®"*+2 definimos

b CenHl _, oent2

n+1
b= (—1)A; =V —ToA
i=0
Simple verificacién muestra que b?> = bd + db = 0, definimos entonces Cy,.h para el caso
diferencial graduado como el complejo

CHoch(C) = TOt(C(C)7 bv d)

Definicién 9.1. La coHomologia de Hochschild de una k-codlgebra diferencial graduada C
se define como Hoch*(C') := H*(Cpoen(C))

Observacién: 1. De manera analoga al caso no diferencial graduado, el complejo Crroen (C)
es isomorfo al complejo (C'(C)O¢C, (' + d)Oidc).

Observacion: 2. Sea C una k-codlgebra concentrada en grado cero. Entonces es conocido
que Hoch*(C') = Cotorc(C, C), pues el complejo standard que calcula Hoch*(C') proviene
de aplicar CO¢e— a la resolucion inyectiva standard de C' como C*-comédulo. Llamando
C(C) ala resolucion standard de C, que es una resolucién C®-inyectiva, se tiene que

Hoch*(C) = H*(C(C)0eeC) = H*(C(C)OeeC(C)) = H*(COeC(C)) = H*(COE.C)

H*(O) = EIt*Ce(C, C) = Homp(ce)(C', C[*])

Para el caso diferencial graduado, se tiene la misma interpretacién cohomolégica de Hoch*:

Lema 9.2. Sea C una codlgebra diferencial graduada positiva, entonces C(C') es un objeto cerrado
en Chain(C®).

Notar que ya sabiamos que para todo M € Chain(C)", C(M)™ es un objeto cerrado en
Chain(C'), pero esto sélo dice que C(C') es cerrado en Chain(C') aunque no necesariamente
en Chain(C*).

Demostracién: Notamos que si C' € Chain(k), entonces C¢ = C' ® C también es un
objeto de Chain(k)*. En virtud de 7.15 basta ver que C(C),, es C*-cerrado para todo p > 0.
Demostraremos esto por induccion:

Sip=1,C(C); = C®C = C°y es claro que es C° cerrado. Para p > 1, se tiene una

sucesion exacta corta que se parte en la categoria de C'-comédulos graduados:

0— C® — C(C), — C(C)y1 — 0

Por hipétesis inductiva, C(C),_; es C®-cerrado, por otro lado, C*? = C @ C*?~?® C' es un
complejo de la forma C ® V ® C' = C° ® V, por lo tanto, por la propiedad de extensién
por espacios vectoriales (Corolario 7.18) resulta C'*-cerrado.
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Corolario 9.3. Sea C una k-codlgebra diferencial graduada tal que C' € Chain(k)", entonces
Hoch*(C) = H*(COE.C)

Para H* tomamos como definicion H*(C') := Hompce)(C, C[x]). Esta caracterizacién
permite demostrar sencillamente el siguiente teorema de invariancia:

Teorema 9.4. Sean C'y D dos k-codlgebras diferenciales graduadas positivas, y supongamos que
existen ¢ Xp € Chain(C @ D) e pYe € Chain(D @ CP) tales que XTRY = C en D(C°) y
YOEX = Cen D(D®), entonces Hoch*(C') = Hoch*(D)y H*(C) = H*(D).

Demostracién: A partir de las hipétesis, se tienen isomorfismos en D(k):
COE.C = (XORY)DE. (XOBY) = (YDEX)OE.(YOEX) =~ DOE.D

Tomando homologia en ambos miembros se tiene entonces Hoch*(C') =2 Hoch*(D).
Para H*, tenemos que

H"(C) = Homp(ce)(C, Cn]) =
>~ Homppe) (YOSCOEX, YORCn)OEX ) =
& Homppey(D, D[n]) = H*(D)

Corolario 9.5. Sean C'y D dos codlgebras usuales tales que existe un objeto basculante generali-
zado pTc, entonces Hoch™(C) = Hoch™ (D) y H*(C) = H*(D).

Demostracién: utilizamos el Corolario 8.13, el cual nos dice que estamos precisamente en
las hip6tesis del teorema anterior.

Observacioén: El espacio graduado H*(C) = @, czHompce)(C, C[n]) es un dlgebra gra-
duada tomando como producto la composicién de morfismos en D(C*)

H?(C) x H(C) H(C)

Homp(ce)(C, C'[p]) X HOmD(Ce)(C, C[Q])

Hompce)(C,Clp + q])

Hompcey(C, Cp]) x Homp(ce)(Clpl, Clp + q]) — Hompce)(C, Clp + q])

(f,g)— fog

Si F': D(C¢) — D(D°) es una equivalencia que conmuta con el funtor de traslacién y que
ademas verifica F'(C) = D (isomorfismo en D(D¢)), entonces H*(C) = H*(D) no sélo
como k-espacios vectoriales sino también como algebras graduadas. Tal es el caso cuando
existen ¢ Xp € Chain(C ® D) e pYe € Chain(D ® C) tales que XORY = C en D(C?)
y YOEX = Cen D(D¢), tomando F = YOE — OEX : D(C®) — D(D®).
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9.2. CoHomologia Ciclica

Notamos que para dar la definicién de Hoch*, hemos introducido todos los operadores
necesarios para definir la cohomologia ciclica. Hacemos un resumen de todas ellas:

1. el operador ciclico T : C®"t! — C®ntl

(CosC1s s n) = (=) (=1)leobllermenlle - e )

2. operadores cara, parai =0,...,n, A; : CO"T — COn+2

(Coyevvyn) = (Coyeny A(C), .oy Cn)
y An+1 = (—1)n+1TO AO-

3. el diferencial d : C®"+!1 — C®ntl

n

(coy.onyCn) — (=) (Z(—l)%H'”*'Cik1|(ci17 oo del(ey), »Cin)>

k=0

4. elbordet’ = 37 (—1)'A;yelborde b = S (—1)'A;.

7

5. lanorma N := 37" T%":Co" — C®ntl

Dado que b+d y b’ 4 d son operadores de cuadrado cero, tenemos que b = b* = bd + db =
b'd + db’ = 0. Al igual que en el caso no diferencial graduado, son vélidas las siguientes
relaciones:

Lema 9.6. Con las notaciones anteriores:
Then =id ; NU' =bN
(1-T)YN=N(1-T)=0; (1-T)b=b(1-T)
Demostracién: Son consecuencia formal de las siguientes relaciones:

TAZ = —Ai_lT donde i = ]_, o,
TAO - (—1)n+1An+1

Laidentidad TA; = —A,;_;T se demuestra por calculo directo, la igualdad
TAy = (—1)""A, 1 es la definicion misma de A,

Lema 9.7. Con las mismas notaciones, d conmuta con T', y por lo tanto con (id — T) y con N.
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Demostracién: Es un célculo directo.
Queda entonces definido un complejo doble, que llamaremos C**(C'):

e = Crtoen (O)[4] < O(O) 3] = Crtoen (O)[-2] < C(C)[-1] = Croen(C)
Definimos la cohomologia ciclica de una codlgebra diferencial graduada como la coho-
mologia del complejo total asociado al este complejo doble, y la denotaremos HC*(C).
Al igual que en el caso no diferencial graduado, tenemos el siguiente resultado, 1til para
extraer propiedades de HC*(C) a partir de Hoch*(C):

Teorema 9.8. (SBI) Sea C' una k-codlgebra diferencial graduada, entonces existe una sucesion
exacta larga
- —— HC™(C) —2~ HC""2(C) —L> Hoch"*?(C) 2> HC™H(C) — - -

Demostracién: es igual al caso no diferencial graduado, notamos que en la definicién de
CC*(C) hay una periodicidad evidente de periodo 2; trasladamos el complejo CC**(C)
dos lugares ‘hacia arriba’ y obtenemos asi una sucesién exacta corta de complejos dobles:

l—T: 1-T
CHoch(C) [—4] CHoch(C)[—4] 0
N N
C(O)[-3] C(O)[=3] 0
0 — Tot T — Tot 1-T — Tot 0
CHoch(C) [—2] CHoch(C)[—z] 0
N
0 C(C)[-1] c(O)[-1]
1-T =T
0 CHoch(C) CHoch(C)

Hemos obtenido asi una sucesién exacta corta 0 — C**(C)[-2] — C*(C) — Co(1l —
T)[1] — 0. Como C(C') es aciclico, se sigue C'o(1 — T')[1] es quasi-isomorfo a Cyoer(C'). Los
otros dos complejos calculan HC*(C') y HC*(C')[—2], luego la sucesion exacta larga del
teorema es consecuencia de la sucesién exacta larga en homologia.

Corolario 9.9. Sea f : C — D un morfismo comultiplicativo tal que f* : Hoch™(C) —
Hoch™(D) es un isomorfismo, entonces f induce un isomorfismo f* : HC*(C') — HC*(D).

Como caso particular, se tiene:

Corolario 9.10. Sea f : C — D un quasi-isomorfismo de k-codlgebras diferenciales graduadas
positivas, entonces f* : HC*(C') = HC*(D).
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