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Resumen

Investigamos en detalle las soluciones con tiempo de espera de
ecuaciones de difusién no lineal de la forma 0;h = 9, (h™0,h)
(m > 0). Con este objetivo obtuvimos las soluciones numéricas
para diferentes valores del parametro de no linealidad m y para
condiciones iniciales de la forma h(z,0) o< z%? (¢ =2/m). Si
a > 1 las soluciones tienen un tiempo de espera t,, = t,(m, a),
i.e. un intervalo finito de tiempo en el cual el frente se mantiene en
reposo antes de comenzar a moverse. En trabajos previos hemos
estudiado en detalle los casos m = 3, que corresponde a corrien-
tes viscogravitatorias, y m = 1, que describe el flujo isotérmico
de un gas a través de un medio poroso y el flujo de acuiferos no
confinados. Aqui investigamos numéricamente las soluciones con
tiempo de espera para 1/2 < m < 9. Mostramos las soluciones en
detalle, y estudiamos la influencia que m y « tienen sobre el tiem-
po de espera asi como sobre otras propiedades de las soluciones
obtenidas. El comportamiento de las soluciones es cualitativa-
mente el mismo para todo m, pero difieren cuantitativamente
como asi también en varios detalles. Determinamos ¢, y la ve-
locidad de arranque del frente ¢ como funciones de m y a.. Encon-
tramos que los valores de 7 (m, ) = (™ — t7/™)/(tXL™ — 17/™)
y C(m,a) = (ew™ —&1/™)/(eX™ — &1/™) para el rango antes men-
cionado de m caen con buena aproximacion sobre una tnica cur-
va empirica universal (t1, teo, ¢1, ¥ Coo S€ expresan por medio
de férmulas conocidas). Hacemos un estudio detallado del cor-

ner layer (un pequeno intervalo Az en el cual h, varia fuerte-



mente). Ademds investigamos las asintéticas intermedias cerca
del frente que espera y proximo al momento de su arranque. De-
tectamos dos regimenes autosemejantes: el primero aparece en un
dominio cercano al corner layer que esta llegando al frente, y el
otro aparece en un dominio detras del corner layer pero un poco
mas lejos de él que el primero. El primer régimen tiende a una
onda viajera con velocidad constante, mientras que el segundo

pertenece a un tipo diferente de autosemejanza.

Palabras claves: difusion no lineal, tiempo de espera,

autosemejanza.



Waiting-time solutions of nonlinear diffusion

equations

Abstract

We investigate in detail the waiting-time solutions of nonlinear
diffusion equations of the form 0;h = 0, (h"0,h) (m > 0). To
this purpose we obtain the numerical solutions for different values
of the nonlinearity parameter m and for initial conditions of the
form h (z,0) oc 2*? (¢ =2/m). If @ > 1 the solutions have a
waiting-time t,, = t,(m,a), i.e. a finite time interval in which
the front is at rest before starting to move. In previous works we
studied in detail the cases m = 3, corresponding to viscous gravity
currents, and m = 1, that describe isothermal gaseous percolation
through a porous medium and flow in unconfined aquifers. Here
we investigate the (numerical) waiting-time solutions for 1/2 <
m < 9. The solutions are shown in detail and the m and «
dependence of the waiting time as well as other properties are
studied. The behaviour of the solutions is qualitatively the same
for all m, but they differ quantitatively as well as in many details.
We determine t,, and the start-up velocity ¢ as functions of m and
. We find that the values of 7 (m, ) = (t™ — ¢/™) /(2™ —
£/™ and C(m, o) = (4™ — &/™)/(e™ — &/™) for the above
mentioned range of m fall with good approximation on single
universal empirical curves (here t1, to, ¢1, and ¢ are given by

known formulae). We make a detailed study of the growth and



evolution of the corner layer (the small interval Az in which h,
varies strongly). We also investigate the intermediate asymptotics
close to the front and near start-up. We detect two self-similar
regimes: the first one appears in a domain close to the corner
layer that is arriving at the front and the other occurs in a domain
behind the corner layer but a little farther from it than the first
one. The first regime approaches a constant velocity traveling
wave, while the second one belongs to a different type of self-

similarity.

Key words: nonlinear diffusion, waiting-time, self-similarity
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Capitulo 1

Introduccion

1.1 Generalidades

Existe una gran diversidad de fenomenos descriptos por la ecuacion de di-
fusién no lineal (también llamada ecuacién de medios porosos por algunos

autores). Dicha ecuacion en el caso unidimensional se escribe en la forma
Oth = 0, (h"0,h) h=h(z,t) >0 (1.1)

donde z es una coordenada cartesiana, t es el tiempo, y el significado de la
variable que difunde h y el valor del indice de no linealidad m dependen del
problema especifico bajo estudio. Algunos ejemplos se dan en la Tabla 1.1;
habitualmente aparece en la ecuacién (1.1) una constante con dimensiones
que puede ser absorbida por medio de una adecuada redefinicién de h. En

este trabajo sélo se considera m > 0. Ademads, la ecuacién (1.1) es un caso
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particular de una generalizacién no lineal de la ecuacion de Fokker-Planck

(Drazer et al. 2000).

Tabla 1.1: Diferentes fendmenos de difusion no lineal

m Fenémeno h Referencias
1 Flujo en acu feros Altura Polubarinova-Kochina, 1962
no confinados Eagleson, 1970
Peletier, 1981
>] Dispersi n de poblaciones Concentraci n Gurtin & MacCamy, 1977
>1 Flujo gaseoso en un medio Densidad Muskat, 1937
poroso
3 Corrientes viscogravitatorias Altura Buckmaster, 1977
sobre una superficie Huppert, 1982
horizontal Gratton & Minotti, 1990
5/2 Conducci n tdrmica en Temperatura Zel dovich & Raizer, 1966
plasmas
4.5 Conducci n tdrmica en gases Temperatura Marshak, 1958
5.5 meeltiplemente ionizados Zel dovich & Raizer, 1966
Pert, 1977
Larsen & Pomraning, 1980
13/2 Conducci n tdrmica en gases Temperatura Marshak, 1958
totalmente ionizados Zel dovich & Raizer, 1966
Pert, 1977
Larsen & Pomraning, 1980
>6 Penetraci n de campos Campo magndtico  Mayergoyz, 1998
electromagn@ticos en medios
no lineales
>6 Penetraci n de campos Densidad de Mayergoyz, 1998
electromagn@ticos en corriente

superconductores tipo 11

La ecuacién (1.1) se puede escribir como una ecuacién de conservacién

(1.2)

donde u = u(z,t) es la velocidad con la que se desplaza h, y estd definida

por

u=—h""1o,h
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El par de ecuaciones (1.2) y (1.3) equivalen a la ecuacién (1.1).

Las soluciones de la ecuacién (1.1) pueden tener frentes (llamados inter-
fases en la literatura matemética) que se desplazan con velocidad finita. Mas
precisamente, si h(z,t,) tiene soporte finito al tiempo ¢,, entonces para todo
t > tq, h(x,t) también tendra soporte finito. La posicién z¢(t) de un frente
es una funciéon continua y mondtona del tiempo. Bajo ciertas condiciones
el frente puede permanecer en reposo durante un cierto intervalo de tiempo,
luego del cual comienza a moverse y nunca se detiene. Este comportamiento
se conoce como el fenomeno del tiempo de espera, y esta estrechamente vin-
culado a la aparicién en la solucién de corner layers ( pequenos intervalos
Az en los cuales 9,k varia abruptamente)! (ver figura 1.1). Para comprender
porqué las soluciones de la ecuacion (1.1) presentan estas propiedades es 1til
definir las variables n = ™ y 7 = t/m, con las cuales dicha ecuacién toma

la forma

8777 = (aﬂ?)Q + mnawwn (14)

Esta expresién muestra que la evolucion de 7 es el resultado de la combinacion
de dos efectos: uno de propagacién no lineal de ondas, representado por el
término (&,;77)2, y el otro de difusién no lineal, representado por mn0,.n.
El primero de estos términos tiende a generar discontinuidades de 7 (corner

shocks) y el segundo tiende a suavizarlas, dando como resultado un corner

'En este trabajo usaremos el término corner layer pese a no pertenecer al idioma
castellano dado que es el que se emplea habitualmente en la literatura y ademés porque

no le encontramos una traduccién castellana satisfactoria.
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(a) (b) (c)
t=0 1<ty t>1t,
frente corner
\ + layer
[ [ I
x/(t=0) x/(1=0) x/(t=0)

Figura 1.1: En (a) se muestra un perfil inicial. En (b) se muestra el perfil
en un instante posterior, pero ain en el periodo de espera. Obsérvese que la
posicién del frente en (a) y en (b) es la misma, pero no son iguales los perfiles.
También se muestra en (b) un corner layer. En (c) se muestra el perfil en
un instante posterior al arranque del frente, por lo que éste se encuentra

desplazado respecto de su posicién inicial.

layer (Kath y Cohen 1982). Las cantidades relacionadas con un corner layer

se indicaran con el sufijo c.

Varios autores han investigado las soluciones con tiempo de espera de la
ecuacion (1.1). La mayoria de estos trabajos son de caracter teérico (Aronson
1970; Knerr 1977; Kamin 1980; Kath y Cohen 1982; Lacey et al. 1982;
Lacey 1983; Aronson et al. 1985). Algunos resultados experimentales sobre
corrientes viscogravitatorias con tiempo de espera (m = 3) fueron obtenidos
por Thomas et al. (1991), Gratton et al. (1992) y Marino et al. (1996), y
también se han publicado estudios numéricos (Perazzo et al. 1999; Gratton

y Vigo 1998).



Capitulo 1. Introduccion 9

En lo siguiente asumiremos que el proceso comienza en t = t;, y la condi-
cién inicial es h (x,t;) = g () tal que g (z) = 0 para < xy; entonces, para
una adecuada eleccién de g (z) el frente permanecerd en reposo durante un
intervalo finito de tiempo t,, mientras h(z > xf,t) cambia. En otras pala-
bras, xf (t) = xf (t;) parat; <t <t;+t,. Sin pérdida de generalidad fijamos

t; = —t,, de modo que el periodo de espera finaliza en t = 0.

Dado que es claramente imposible investigar numéricamente todas las
condiciones iniciales concebibles que llevan a una solucién con tiempo de
espera, debemos restringir nuestra eleccion de los datos iniciales. Considera-

remos condiciones iniciales de la forma

9(x) = ga(z) = (1.5)

con

¢g=2/m K>0 a>1 (1.6)

Por lo tanto nuestras g, () representan todos los comportamientos regulares
de g cerca del frente que espera. Con estas hipétesis la teoria garantiza
soluciones con tiempo de espera (Kath y Cohen 1982; Vazquez 1984) pero
no predice el valor exacto de t, ni el valor ¢ de la velocidad del frente al

arranque.

En este trabajo investigamos en detalle las soluciones de (1.1) y (1.5), y

analizamos la influencia que las condiciones iniciales y el parametro de no
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linealidad m tienen sobre el tiempo de espera, la velocidad de arranque del
frente, y la formacién y evolucién del corner layer. Con estos objetivos re-
solvemos numéricamente las ecuaciones (1.1) y (1.5) para 7 valores de m en
el intervalo 1/2 < m < 9, y varios valores de a para cada m (a > 1 para
obtener soluciones con tiempo de espera). Dado que tratamos con soluciones
numéricas de (1.1),  debe ser finito. Por lo tanto asumimos que = < zg, y
en = xp (a este punto lo llamaremos “la pared”) debemos imponer alguna
condicién de contorno que nosotros elegiremos como 9,h (zo,t) = 0 (condi-
cién de pared rigida o de ausencia de flujo). Entonces nuestro problema de

condiciones iniciales involucra las siguientes escalas caracteristicas

Zo
ho =g (900) (1-7)
to = 23 /hT

(ho puede ser cualquier valor tipico de g (), el valor de hy dado en la expresién

anterior es solo una de las elecciones posibles).

A partir de las soluciones numéricas determinamos t,, y la velocidad de
arranque ¢ = |&7(t = 0+)| como funciones de a y m. Si definimos ¢; =
tw(m,a = 1), toeo = ty(m,a — ), ¢ = é¢(m,a = 1) y ¢ = ¢(m,a — 0),
cantidades todas que se pueden calcular a partir de férmulas conocidas (ver

1/m 1/m 1/m
w/ —t/ )/( /m

Capitulo 2), encontramos que los valores de 7 (m, a) = ( 1 o6

1 A Al Al Al

£y Cim, @) = (@Y™ — &™) /(4™ — &™) para nuestro rango de m y
« caen con buena aproximacion sobre una curva universal empirica . Este
resultado, al que no le hallamos una explicacién tedrica, permite obtener

valores aproximados de t,, y ¢ para valores de m y « distintos a los utilizados

en este trabajo.
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En nuestras soluciones numéricas, para todo m y « se desarrolla siempre
un unico corner layer durante el periodo de espera. Dicho corner layer se
forma mas tempranamente para m y « mayores, y mas cerca del frente para
m mayores y a menores. El corner layer se desplaza hacia el frente, y hacia
el fin del periodo de espera (excepto para m grande) lo hace con velocidad
constante. Esta velocidad coincide siempre con la velocidad de arranque del

frente.

También nos interesara el comportamiento asintotico de las soluciones
cerca del frente y proximo al momento del arranque. Como fue dicho an-
teriormente, nuestro problema de condiciones iniciales posee las escalas car-
acteristicas xg, hg y tg. Por lo tanto la soluciéon no es autosemejante. Sin
embargo, cerca del frente y proximo al momento del arranque dichas escalas
son irrelevantes, luego no hay escalas caracteristicas de x, t y h, por lo que en
este dominio la solucién puede ser autosemejante de Segunda Especie (Baren-
blatt 1979), dependiendo de una tnica variable de la forma ¢ = z/bt® (by
6 son constantes). En autosemejanzas de Segunda Especie 6 no es conocido
a priori, y debe ser determinado ya sea tedricamente (construyendo la solu-
ci6én) o siguiendo experimental o numéricamente la evolucién de la solucion.
Por otra parte, b sélo se puede determinar experimental o numéricamente.
Notemos, sin embargo, que la teoria no garantiza que el problema de valores

iniciales (1.1), (1.5) en verdad desarrolle una asintética autosemejante.

Una familia de soluciones autosemejantes con tiempo de espera con 6 > 1
(a la que llamaremos soluciones LOT), que puede describir esta asintética
(ver Capitulo 2), ha sido encontrada por Lacey, Ockendon, y Tayler (1982).
Otra familia de soluciones autosemejantes con tiempo de espera, que llamare-

mos soluciones A, puede también resultar de interés en este contexto; estas
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soluciones tienen 6 < 1y contienen a la solucién tipo onda viajera (Aronson
et al. 1983) para la cual § = 1 (ver Seccién 2.1). Dado que tenemos infinitas
soluciones disponibles, el espectro de ¢ es continuo; por lo tanto, para m
y a dados, no podemos conocer de antemano qué particular valor de ¢ se
va a obtener. En relacién con esto, ha sido conjeturado (pero no probado)
que, cuando el espectro de § es continuo, son las condiciones iniciales quienes
determinan el valor seleccionado (Barenblatt y Zel’dovich 1972). Ya que la
teoria no provee el valor de ¢ ni asegura que la asintética cerca del frente y
proximo al arranque sea autosemejante, estas cuestiones deben ser estudia-
das por medios experimentales o numéricos. Clarificar estos asuntos es uno

de los principales objetivos de este trabajo.

El analisis de la asintética intermedia revela un aspecto curioso: hay dos
dominios donde las soluciones numéricas muestran comportamientos autose-
mejantes diferentes. Primero, hacia el fin del periodo de espera, muy cerca
del corner layer se desarrolla una asintética del tipo onda viajera. Segundo,
un poco mas atras del corner layer, pero aun lejos de la pared, la solucion
numérica se aproxima a una soluciéon LOT cuyo 6 depende de las condiciones
iniciales, probando que la conjetura de Barenblatt y Zel’dovich (1972) es

verdad en el presente caso.

En el resto de este Capitulo se mostrara como se arriba a la ecuacion (1.1)
en algunos de los ejemplos que han sido mencionados en la Tabla 1.1. En el
siguiente Capitulo, revisaremos algunos resultados tedricos previos acerca de
las soluciones con tiempo de espera, que necesitaremos para discutir nuestros
resultados. El cédigo numérico y los métodos empleados para estudiar las
soluciones numéricas obtenidas se explican en el Capitulo 3. En el Capitulo

4 se presentan los resultados, y las discusiones y conclusiones se exponen en



Capitulo 1. Introduccion 13

el Capitulo 5.

1.2 Aplicacién a derrame de fluidos

Aqui se hallaran las ecuaciones que gobiernan el derrame de fluidos New-
tonianos sobre una superficie plana horizontal a bajo nimero de Reynolds,
donde el movimiento es gobernado por el balance entre la fuerza viscosa y la

gravedad (Huppert 1982). Como se muestra en la figura (1.2), considerare-

AZ

z=Ho  p=py

Densidad p - Ap
Viscosidad v,

z=H(x,1)

Densidad p
Viscosidad v

Figura 1.2: Geometria del problema

mos un fluido de densidad p, que se mueve desplazando a un fluido ambiente
con densidad p—Ap (Ap > 0) y profundidad Hy. No se tomaran en cuenta los
efectos de la tension superficial en la interfase ni en el frente, lo que requiere
que el numero de Bond B = pg’L/T sea mucho menor que 1 (¢' = (Ap/p)g

es la aceleracién de la gravedad reducida, L es la longitud de la corriente, y
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T es el coeficiente de tensién superficial). Asumiremos que la longitud de la
corriente excede ampliamente a su altura H = H(z,t), lo que permite decir
que la componente vertical de la velocidad es despreciable, y que la presion

es hidrostatica, y esta dada por

p=po+(p—Ap)g(Ho— H) + pg(H — z) (1.8)

donde pg es la presion constante a z = Hy. El balance entre el gradiente de

presion y las fuerzas viscosas queda asi expresado por

1
; .p = ¢ 0, H = v0,,u (1.9)

En el miembro derecho de (1.9) se despreciaron las derivadas horizontales en
comparacion con las verticales, dado que la longitud de la corriente es mucho

mayor que su altura.

En la base de la corriente se impone la condicion
u(z,0,t) =0 (1.10)
y en la interfase el esfuerzo de corte debe ser continuo
1O U = g0, U, en z=H (1.11)

donde el subindice a se refiere a cantidades en el fluido ambiente. El movimien-

to en este fluido se debe a difusién viscosa, y por lo tanto el orden de magnitud
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del cociente entre el miembro derecho y el izquierdo de (1.11) es H*/(v,t)"/?,

donde H* es una valor caracteristico de la altura de la corriente. Cuando
la corriente se propaga bajo la condiciéon de que exista un balance entre las
fuerzas viscosa y gravitatoria, dicho cociente es mucho menor que la unidad,
de lo que resulta que el esfuerzo de corte en la interfase es mucho menor
que en el interior de la corriente. Por lo tanto, la ecuacién (1.11) se puede

aproximar como

Ou=0 en z=H (1.12)

La solucién de (1.9), (1.10) y (1.12) es

/

u(zx, z,t) = — 29—1/ 0.Hz(2H — z2) (1.13)

La conservacién de la masa permite establecer una relacion adicional en-

tre las variables u y H

H
O:H + 0, (/ udz) =0 (1.14)
0

Sustituyendo (1.13) en esta ultima ecuacién se obtiene

/

_9 3
OH = -0 (H°0,H) (1.15)
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Si ahora definimos h = (¢'/3v)"/?H y reemplazamos en la expresién anterior,
obtenemos la ecuacion de difusién no lineal (1.1) con m = 3. Por lo tanto, la
ecuacién (1.1) describe el comportamiento de corrientes viscogravitatorias, si
interpretamos a h como la altura de la corriente (multiplicada por el factor

de escala (¢'/3v)'/3), y si m = 3.

1.3 Flujos en Medios Porosos

En esta Seccién se mostrard como en ciertas circunstancias, la ecuacion (1.1)
describe flujos en medios porosos. Para un estudio detallado de este tema se

puede recurrir a Barenblatt et al. (1990).

Entendemos por medio poroso a un medio constituido por una fase solida,
que puede ser continua o discontinua, que contiene espacios vacios, llamados
poros (ver figura 1.3). Ejemplos de este tipo de medios son: esponjas, tejidos,
papel, tierra, hormigdén, algunas rocas, ladrillos, etc. Cuando los poros no
estan conectados entre si el medio es impermeable. Cuando los poros estan
conectados entre si (y este es el caso que nos interesa) al medio se lo llama

permeable.

La propiedad mas importante de un medio poroso es su porosidad r. Para
definirla elegimos un punto x del medio, y alrededor de él un volumen V. Sea
V} el volumen de los poros dentro del volumen V. Si se disminuye el volumen
V', pero manteniéndolo grande comparado al volumen de un poro, el cociente
V,/V tiende a un valor constante al que se define como la porosidad r del

medio en el punto x:
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Figura 1.3: Estructura de un medio poroso. Las zonas rayadas indican la

fase sélida, y las zonas en blanco son los poros.

r =lim
V—0 V

(1.16)
Debemos recordar que en esta definicién el limite es un limite intermedio, en

el sentido que V' debe ser mantenido grande respecto al volumen de un poro.

Tomemos un punto arbitrario M del medio poroso y centrado en él pon-
gamos un elemento de superficie plano de drea AS. A través de este elemento
de superficie, en la direccién de su normal n, pasa por unidad de tiempo una
masa de fluido AQ. Ahora se puede definir la wvelocidad superficial @ del
fluido en la direccién n y en el punto M, como el limite intermedio (en el
mismo sentido que en el parrafo anterior) del cociente AQ/pAS, donde p es
la densidad del fluido. Notemos que se divide por el drea total AS y no por

el area ocupada por los poros.

Vale la pena destacar que la velocidad superficial no es la velocidad re-
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al del fluido dentro de los poros. Realizar una medicién de la verdadera
velocidad del fluido en un punto del medio poroso, ademas de carecer de in-
terés practico, es sumamente dificil. Por otra parte, cualquier estudio teérico
o numérico hecho con el objeto de calcular esta velocidad requeriria del
conocimiento detallado de la tortuosa estructura de los poros, lo cual es vir-
tualmente imposible. Por el contrario, la velocidad superficial es facilmente
accesible experimentalmente, y permite desarrollar una teoria (y de aqui los
célculos numéricos que se requieran), sin tener una descripcién detallada del
medio poroso, sino tan sélo caracterizandolo por medio de pocos parametros
macroscopicos, como por ejemplo la porosidad. Hecha esta aclaracion, por
razones de simplicidad de ahora en mas nos referiremos a la velocidad super-

ficial simplemente como la velocidad.

Provistos de las definiciones anteriores, tomando un elemento arbitrario
de volumen, y haciendo un balance de masa del fluido dentro del medio

poroso es facil obtener la ecuacién de continuidad:

8, (rp) + V (pi) = 0 (1.17)

En contraste con la hidrodinamica general, en la teoria de flujos en medios
porosos existe una relacion local entre el gradiente de presiéon Vp y el vector

velocidad del fluido @ conocida como ley de Darcy:

k —
i=——Vp (1.18)
1
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donde p es la viscosidad del fluido, y k& = k(r) es la permeabilidad, una
propiedad puramente geométrica del medio poroso, independiente del fluido.
Debe senalarse que p es en verdad la diferencia entre la presion total y la
presion hidrostatica: en ausencia de flujo, la presion en los poros se distribuird
de acuerda a la ley hidrostatica, y tan pronto como se inicia el flujo el exceso
de presién (por encima de la presién hidrostatica) se torna no homogéneo.
La relacién (1.18) fue establecida experimentalmente en 1856 por H. Darcy,
y actualmente se puede derivar a partir de la ecuacion de Navier-Stokes por
medio de una integracion estadistica. Las ecuaciones (1.17) y (1.18) son las

ecuaciones que rigen el flujo en medios porosos.

1.3.1 Flujo gaseoso a través de un medio poroso

Dado que la compresibilidad de un gas es mayor por varios ordenes de mag-
nitud que la de los medios porosos, la porosidad r y la permeabilidad & se
pueden considerar constantes, de modo que la ecuacién (1.17) resulta (ha-

biendo reemplazado en ésta la ecuacién (1.18))
TOp — Eﬁ (,oﬁp) =0 (1.19)
o

(hemos supuesto que la viscosidad es constante). Se necesita ahora una
relacion entre la densidad y la presion, asi que suponemos que el flujo gaseoso

es politrépico

_ pop”

Po

(1.20)
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donde n > 1. Finalmente, reemplazando la ecuacién (1.20) en la (1.19) se

obtiene la ecuacion que rige el flujo de un gas en un medio poroso:

npok = =
= " 1.21
Oip p(}mv (p Vp) (1.21)

El caso n = 1, que corresponde a flujos isotérmicos, es particularmente im-
portante ya que la matriz sélida del medio poroso usualmente evita las varia-

ciones de temperatura.

Definiendo

h

P (”pok)% (1.22)

PoTH
reemplazando en (1.21) y tomando el caso unidimensional, obtenemos la
ecuacion (1.1), donde m = n. Asi, la ecuacién (1.1) describe el flujo politrépico
de gases en medios porosos, si interpretamos a h como la densidad (multipli-
cada por el factor adecuado), m como el indice politrépico, y a n = h™ como

la presién del gas.

1.3.2 Flujo en acuiferos no confinados

Consideremos un fluido incompresible de densidad p y viscosidad g en un
medio poroso limitado inferiormente por una superficie plana horizontal e
impermeable en z = 0, y por una superficie libre en z = H = H(z,t) en la
cual la presién es constante (z es la coordenada horizontal, z la vertical, y se

asume por simplicidad simetria plana). Siendo P la presién total, la ley de
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Darcy dada en (1.18) se expresa como
L ke
U= —;V(P + pgz) (1.23)
Definiendo C' = kpg/u y h = P/pg
u=—-CV(h+z) (1.24)

A h se la llama cabeza hidrdulica, y notemos que C' tiene unidades de veloci-
dad. Dada la simetria asumida, el campo de velocidades se puede escribir

comoUu=ug+wz

(1.25)

Supongamos ademéas que la altura H es mucho menor que alguna longi-
tud caracteristica de la corriente, de modo que la componente w sea pequena
en comparacién con u. Por otra parte, el coeficiente C' introduce una escala
caracteristica de velocidad, de modo que u sera del orden o menor que C, y
entonces w < C. Esto iltimo, junto con la segunda ecuacién en (1.25) y la

condicién h = 0 en z = H llevan a:

h=H—z (1.26)
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lo que, a partir de (1.25) lleva rdpidamente a
u=—-C0,H (1.27)
Por otra parte, la variacién del volumen de fluido comprendido entre x y
x + 6x en un intervalo de tiempo 0t es
z+ox
oV = 5t@t/ rHdx = 6t dxroH (1.28)

Dado que el fluido es incompresible y no hay fuentes ni sumideros, esta
variacion de volumen se debe a la diferencia del caudal 7 = uH del fluido en

ryenx+ox
OV =6t [j(z) — j(x + 6z)] = 6t dx 0,5 = 6t bz O, (uH) (1.29)

Estas dos ltimas ecuaciones permiten establecer la ecuacién de conservacion

de la masa de fluido como
roH + 0,(uH) =0 (1.30)

Finalmente, reemplazando en (1.30) la expresién de u (1.27), se llega a la
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ecuacién que expresa la evolucién del perfil H de una corriente en un acuifero

no confinado

OH = <0, (H0,H) (1.31)

Definiendo h = C'H/r, y reemplazando en (1.31), se obtiene la ecuacién de

difusién no lineal (1.1), con m = 1.

1.4 Penetracién de campos magnéticos en medios

no lineales

Esta Seccion sera dedicada a estudiar la penetracién de campos electro-
magnéticos en medios conductores que poseen propiedades magnéticas no
lineales (para un andlisis minucioso de este tema se recomienda ver Mayer-
goyz 1998 ). Este proceso de penetracién se describe mediante las siguientes

ecuaciones de Maxwell

—

6 X I-_j = oF
(1.32)
VxE = —8,B(H)

donde H y E son los campos magnético y eléctrico, respectivamente, o es
la conductividad del medio, y E(ﬁ ) indica la relacién constitutiva entre
la densidad de flujo magnético B y el campo H. En la primera de estas
ecuaciones se desprecio la corriente de desplazamiento pues suele ser pequena

en comparacion con la corriente de conducciéon o F.
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Las ecuaciones (1.32) se pueden reducir a una dnica ecuacién para el cam-

po magnético H:

<

(V- H) - V¥ = —00,B(H) (1.33)

La expresion (1.33) es una ecuacién vectorial no lineal en derivadas par-
ciales, cuya solucion se ve afectada (y complicada) por la particular geometria
del medio, como asi también por sus propiedades magnéticas no lineales. Para
que el problema sea un poco mas tratable, consideraremos la penetracion nor-
mal de ondas planas en un medio semiinfinito que ocupa la regién x > 0 (ver
figura 1.4). Naturalmente, este problema es més sencillo que el problema
general planteado por la ecuacién (1.33), pero su importancia radica en que
su sencillez geométrica permitira revelar con mayor claridad los efectos de la
no linealidad del comportamiento magnético del medio sobre la penetracion
del campo. En este caso, el campo magnético se puede representar en la

siguiente forma
H (z,t) = H, (z,t)§+ H, (z,t) 2 (1.34)

A partir de esta expresién es sencillo verificar que V2H = agﬁ y V-H= 0,
por lo que la ecuacién (1.33) se simplifica considerablemente y queda reduci-

da a

OH = 00,B(H) (1.35)
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A Z

o
B = B(H)

Figura 1.4: La zona gris es un medio semiinfinito (z > 0) con conductividad

o y propiedades magnéticas dada por la relacién constitutiva B = B(H).

Esta expresion es una ecuacion vectorial de difusion no lineal. Si las propie-
dades magnéticas del medio fueran lineales de modo que B x H , no solo se
obtendria una gran simplificacién de la ecuacién (1.35), sino que ademads se
desacoplarian las ecuaciones para cada componente del campo. Para retener
esta ventaja, sin imponer que el medio sea lineal, supondremos que la onda
plana estd polarizada linealmente. Asi, el campo magnético estd confinado
a variar en el tiempo sélo en una direccién que, sin pérdida de generalidad,
se tomara como la direccién y. Se aceptara también que la densidad de flujo

magnético B tiene la misma direccion que H

H(x,t)=H(z,t)j , B=B(H)j (1.36)
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De este modo, la ecuacién (1.35) resulta

O’H = 00,B(H) (1.37)

En este punto, es necesario conocer la relacion constitutiva B = B(H)
que establece las propiedades magnéticas del medio. Para la mayoria de los
materiales ferromagnéticos, esta relacion es como se muestra en la figura
(1.5a). Con el objeto de dar un tratamiento analitico a este problema se

adopta una aproximacién a la figura (1.5a) dada por:

—B, si —H, <H<H,
B — (1.38)
[k(H — H.)|"™ — B, si H.<H<H,
para la rama ascendente, y para la rama descendente
B, si —H.< H < Hp,
B — (1.39)

—[k(-H - H)""+B,, si —-H,<H<-H,

donde el exponente n mide la brusquedad de la transicion entre —B,, v By,
y su valor es usualmente mayor que 7 (n > 7). En la figura (1.5b) se puede
apreciar esta idealizacion del comportamiento magnético. Introduciendo el
campo magnético desplazado H y la densidad de flujo magnético desplazado

B definidos por
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b
(b) B
A
Bm
Yl . —
| | Hy,
-B,,

Figura 1.5: Relacién constitutiva B = B(H). (a) Para materiales ferro-

magnéticos. (b) Idealizacién del comportamiento graficado en (a).

H=H-H,
(1.40)
B=DB+ B,
la linea inferior de la ecuacién (1.38) se escribe
. pBn
H=— 1.41
4 (1.41)

De este modo, si el medio conductor sigue el comportamiento magnético da-

do por (1.38), junto con (1.40) y (1.41), la ecuacién (1.37) toma la forma

kod,B = Dyu B" (1.42)
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Definiendo h = (n/ko)Y" Y B, reemplazando en (1.42) y luego de un poco
de algebra, obtenemos la ecuacién (1.1), donde m = n — 1. Por lo tanto, la
ecuacién (1.1) describe la penetraciéon de una onda electromagnética plana
linealmente polarizada en un medio conductor con propiedades magnéticas
dadas por la ecuacién (1.41), si interpretamos a h como la densidad de flujo

magnético (multiplicada por el factor adecuado), y si m > 6.

1.5 Conduccién térmica radiativa

Si un fluido es calentado de modo no uniforme, o si se libera energia en su
interior, habra un flujo de energia por transporte conductivo de calor que ten-
derd a homogeneizar la temperatura. Pero a temperaturas suficientemente
altas para que el medio emita energia por radiacién (tipicamente de decenas
o centenas de miles de grados Kelvin), un nuevo mecanismo de transferen-
cia de calor se torna preponderante: el de conduccion radiativa del calor
(esta situacién se da, por ejemplo, en las primeras etapas de una explosién
termonuclear). La diferencia esencial entre este proceso y el de conduccion
ordinaria de calor radica en que el coeficiente de conductividad térmica para
la conduccién radiativa depende fuertemente de la temperatura, y como con-
secuencia la ecuacién de transporte del calor sera no lineal. Aqui derivaremos

esta ecuacion, siguiendo los lineamientos de Zel’dovich y Raizer 1966.

El mecanismo de conducciéon radiativa puede transferir energia a una
velocidad mucho mayor que la velocidad del sonido en el medio. Por lo
tanto, si se libera energia en el seno de un fluido y su temperatura aumenta

lo suficiente, esta energia sera disipada rapidamente por conduccién radiativa,
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por lo que el fluido no tiene tiempo de ponerse en movimiento y la presion
no se homogeiniza, entonces el calor fluye a través de un medio estacionario.
En virtud de esto, aqui consideraremos el transporte de calor por conduccion

radiativa en un medio estacionario cuya densidad no cambia con el tiempo.

La ecuacién del balance de energia toma la forma

=

pe,0T = -V - § (1.43)

donde p es la densidad, ¢, es el calor especifico a volumen constante, y S es

el vector flujo de calor.

Veamos como expresar S. Sea un medio radiante infinito a temperatura
constante que se halla en equilibrio. La intensidad de la radiacién esta dada
por la férmula de Planck. Los fotones que llegan a un dado punto del medio
son emitidos en el mismo medio en la vecindad de dicho punto a una dis-
tancia no mayor que unos pocos caminos libres medios; fotones emitidos a
una distancia mayor son absorbidos por el medio antes de llegar a tal punto.
En consecuencia, sélo una vecindad inmediata del punto participa en el esta-
blecimiento de la intensidad de la radiacién de equilibrio. Esto significa que
si la temperatura del medio no es homogénea, pero cambia suficientemente
poco con la posicién de modo que para distancias del orden del camino libre
medio los cambios son insignificantes, entonces la intensidad de la radiacion
en cada punto es la de equilibrio a la temperatura en ese punto (dada por
la féormula de Planck). A esta situacién se la llama de equilibrio local. La
misma condicién para que el medio se halle en equilibrio local (pequenos
gradientes de temperatura) permite proponer que el flujo de energia S sea

proporcional al gradiente de densidad de energia U
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S = —%CﬁU donde U =40T" (1.44)

donde T es la temperatura absoluta, c es la velocidad de la luz, o es la cons-
tante de Stefan-Boltzmann, y [ es el camino libre medio de los fotones (no

de las moléculas del medio)?. Escribiremos a S de la siguiente forma

_ . 1
S=—-kVT  donde K= ;lJT?’ (1.45)

A k se lo llama el coeficiente de conductividad térmica radiativa. Debe-
mos destacar que k depende explicitamente de la temperatura, pero también
implicitamente a través de [. Considerando a ¢, independiente de la tempe-

ratura, reemplazando (1.45) en (1.43), y dividiendo por pc, se obtiene
T =V - (XVT) (1.46)

donde x es el coeficiente de difusion térmica radiativa definido por

Ko 160l T3
pcy  3pcy

X = (1.47)

2La distancia que recorre un fotén desde que es emitido hasta que es absorbido por el
medio depende de su frecuencia v. Por lo tanto se puede definir el camino libre medio a
una dada frecuencia [,,. El camino libre medio [/ se define como el promedio en frecuencia

de l,, y se lo conoce como camino libre medio de Rosseland.
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En muchas situaciones es posible considerar a [ como proporcional a la

temperatura a alguna potencia

[=AT" >0 (1.48)

En un gas totalmente ionizado p = 7/2, y en un gas miltiplemente ionizado

es p = 1.5 — 2.5. Reemplazando (1.48) y (1.47) en (1.46) se llega a

O, = v (TW’W) (1.49)

Si ahora definimos h = (160 A4/ 3,0cv)1/ W2 T reemplazamos en la expresién
anterior, y tomamos el caso unidimensional, obtenemos la ecuacién de di-
fusién no lineal (1.1) con m = p+ 3. Por lo tanto, la ecuacién (1.1) describe
la difusién térmica radiativa, si interpretamos h como la temperatura (mul-
tiplicada por el factor adecuado), y si m = p+ 3 (m = 13/2 para un gas

totalmente ionizado, y m = 4.5 — 5.5 para un gas multiplemente ionizado).

1.6 Generalizaciones de la ecuacién de difusion
no lineal
Sélo con la intencién de dar al lector una vision un poco més amplia acerca

del fenémeno de difusiéon no lineal, en esta Seccién presentaremos algunas

generalizaciones de la ecuacién (1.1).
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1.6.1 Generalizacion a m < 0

Quizés la mas evidente generalizacién sea la misma ecuacién (1.1), pero ahora
tomando m < 0. Bajo esta circunstancia, cuando h — 0 el lado derecho de
(1.1) diverge, por lo que h difunde muy rédpidamente. A este fenémeno se lo
llama precisamente difusion rdpida, e incluso existen soluciones que presentan
el fenémeno de difusion ultrarrdpida, en el cual todo el proceso se extingue
en un lapso finito de tiempo. Debemos destacar el caso particular m = —1,
para el que existen soluciones analiticas que ejemplifican los fendmenos recién
comentados, ademés de poseer una peculiar propiedad de aditividad de sus

soluciones. En este punto remitimos al lector al trabajo de Rosenau (1995).

1.6.2 Generalizacion a mas dimensiones

Claramente la ecuacion (1.1) es la version en una dimensién de la ecuacién
Oh =V - (hmﬁh) (1.50)

De acuerdo a la geometria particular del problema que se quiera resolver,
en esta ecuacion participaran de una a tres variables espaciales, y por ende
podra ser mas complicada que la (1.1). Sin embargo, si el problema tiene
una simetria tal que para describirlo es suficiente una tunica variable espacial
x (cartesiana si la simetria es plana, radial si la simetria es axial o esférica),

entonces la ecuacién (1.50) se reduce a

Och = 278, (z"h™,h) (1.51)
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donde n vale 0 si la simetria es plana (este es el caso considerado en este
trabajo), 1 si la simetria es axial, y 2 si la simetria es esférica (este caso
puede no tener sentido en algunas de las aplicaciones, como por ejemplo, en
el derrame viscogravitatorio de fluidos sobre una superficie plana horizontal).
Buena parte del contenido del presente trabajo puede ser extendido, al menos

cualitativamente, a los casos n =1y 2.

1.6.3 Derrame de fluidos no Newtonianos

Tal como ya fue explicado, la ecuacién (1.1) con m = 3 describe el derrame
de un fluido Newtoniano sobre una superficie plana horizontal bajo la accion
de las fuerzas viscosa y gravitatoria. En Gratton et al. 1999, se estudia
la generalizacién del problema anterior para el caso en que el fluido es no
Newtoniano; en particular se asume que el fluido tiene una reologia del tipo
ley de potencia. En el citado trabajo se deriva la ecuacién que gobierna
al fendmeno, la cual resulta ser una generalizacién de la ecuacién (1.1) con
m = 3 que retiene sus caracteristicas fundamentales, esto es, la existencia de
soluciones con frentes que viajan a velocidad finita y el fenémeno del tiempo

de espera.

1.6.4 Ecuacion de difusién no lineal con un término de

reaccion

Como se puede apreciar en la segunda fila de la tabla 1.1, la ecuacién (1.1)

con m > 1 describe la dispersion de una poblacién biolégica. En verdad, este
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fenémeno no estéd descripto por la ecuacion (1.1), sino por una generalizacién

de la misma (Gurtin y MacCamy 1977), a saber

Oip = Oy (p"Oup) + pp (1.52)

donde p es una constante, y la variable p(z,t) representa la concentracion
de la especie, es decir, la cantidad de individuos de la especie por unidad
de volumen. En esta ecuacion la novedad estd dada por el término pp, que
representa la variacion de p debida al nacimiento o muerte de individuos de
la poblacién. Si p > 0 la poblacion total aumenta, y disminuye si g < 0. Sin

embargo, si introducimos las variables

= het
(1.53)
T = miu (e" —1)
la ecuacion (1.52) se transforma en
Orh = 0, (W™0,h) (1.54)

Por lo tanto, gracias a la transformacion (1.53), la ecuacién (1.52) es equiva-

lente a la ecuacién (1.1).

Si en la (1.52) se admite ahora que p = p(t) es una funcién del tiempo,

definiendo
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p = hexp [fo (t') dt’}
T= [ f(t')a (1.55)
f(t —exp[ fo (') dt}

se llega nuevamente a la ecuacién (1.54).

1.6.5 Ecuacion de Fokker-Planck no lineal

Cuando una particula estd sujeta a la accién de una fuerza externa F(z) y de
alguna perturbacién aleatoria (ruido), la probabilidad p = p(x,t) de hallar a

la particula entre x y x4+ dz en el instante t esta determinada por la ecuacion

de Fokker-Planck
Oip = —0 [F(2)p] + Dyap (1.56)

donde D es el coeficiente de difusién. Esta ecuacién combina los efectos de
deriva y de difusién de la probabilidad debidos a la fuerza y al ruido respecti-
vamente. Esta ecuacién fue generalizada (Plastino y Plastino 1995) de modo

que el término difusivo sea no lineal
Op = =0, [F(x)p] + 0x (p™0up) (1.57)

(D = 1 por simplicidad). Una fundamentacién de esta ecuacién se halla
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en Borland 1998. Claramente, la ecuacién (1.57) es una generalizacién de
(1.1). El origen de la no linealidad puede ser diverso: interaccién entre las
particulas que difunden, o interaccién de las particulas que difunden con el

medio.

En el caso particular F'(z) = —kz (k constante positiva), la ecuacién
(1.57) puede ser transformada en (1.1) por medio de los siguientes cambios

de variable:

p= he(m+2)k‘t

T = (m—|1—2)k (elm T2kt 1) (1.58)

y = xe(m-}—?)kt



Capitulo 2

Teoria

En este Capitulo haremos una resena de algunos resultados tedéricos conoci-
dos, que resultan relevantes a los fines de este trabajo. En primer lugar, en la
Seccién 2.1 mostraremos algunas soluciones analiticas que son ilustrativas a-
cerca de las propiedades caracteristicas de las soluciones de la ecuacién (1.1),
y que son indispensables para el establecimiento de cotas. En la Seccion 2.2
se dan las condiciones que debe verificar el perfil inicial para que la solucién
tenga un tiempo de espera, y para que el frente arranque con velocidad no
nula. Se dan también cotas tedricas sobre el tiempo de espera y la velocidad
de arranque. En la Seccién 2.3 se explica como obtener las soluciones autose-
mejantes de (1.1), y cudles de éstas pueden describir el régimen asintético de
la solucién de nuestro problema en un dominio cercano al frente y hacia el
fin de la etapa de espera. Finalmente, en la Seccién 2.4 se muestran cémo se

comportan las soluciones de (1.1) frente a un cambio de escala.

37
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2.1 Algunas soluciones analiticas de interés

Resulta conveniente introducir algunas soluciones analiticas autosemejantes
de la ecuacién (1.1) que son de interés para nuestros propdsitos, a saber: la

solucion fundamental, la onda viajera, y la solucion singular.

2.1.1 La solucion fundamental

Esta solucién describe la evolucion de una cantidad () de h depositada at = 0
en z = 0 (Zel’dovich y Kompaneets 1950; Barenblatt 1952; Pattle 1959). La

solucién fundamental esta dada por:

<i>m;+2 1—£B—2 " lz] <z
Flat) =4 \t 22 ’ = (2.1)

0 . x>y

con

Mas precisamente, esta es la solucion que se obtiene cuando el perfil inicial es
h(z,t =0) = Q é6(z). Observemos que nuestra condicién inicial (1.5) coincide

con este perfil inicial en el limite o — oc.

La soluciéon fundamental presenta un aspecto tipico de las soluciones de
(1.1): la presencia de frentes que viajan con velocidad finita. Es instructivo

comparar este comportamiento con el que tiene la solucién de la ecuacion de
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t=0.0001

04 02 | | 0.2 0.4

Figura 2.1: Solucién fundamental (2.1) param =1y @ = 1.

difusién lineal (que corresponde am = 0) con la misma condicién inicial. Esta
solucién es diferente de cero para todo xe(—o0,00) y para todo ¢t > 0. Dado
que en t = 0 todo se hallaba concentrado en x = 0, entonces la velocidad de

propagacién del frente en este caso es infinita.

En las figuras 2.1 y 2.2 se muestra la solucién fundamental (2.1)para
m = 1 y m = 3 respectivamente, ambas con el mismo perfil inicial y a tres

instantes de tiempo.

Comparando con la difusién anémala, donde la raiz cuadrada del despla-
zamiento cuadrético medio crece como t%/2, se puede apreciar que m > 0
corresponde a 6 < 1 (subdifusién) (Compte y Jou 1996). Una generaliza-

cién de esta solucién ha sido obtenida por Malacarne et al. (2001) para una
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ecuacién de difusién no lineal en la cual el coeficiente de difusién depende de

una potencia de z.

10;
gl
m=3 |
0=1 —
6,
t=0.01
Al 1=0.001
=0.0001
0.4 20.2 0.2 0.4

Figura 2.2: Solucién fundamental (2.1) param =3y Q = 1.

2.1.2 La onda viajera

Esta solucién es tal que depende de x y t s6lo a través de la variable z definida
como z = x + ct, con ¢ =cte. En este caso, la ecuacién (1.1) puede integrarse

una vez y se obtiene

dh
h+ K =h"— 2.
ch + 7 (2.3)

En el caso particular K = 0 esta expresion es facilmente integrada y se ob-
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tiene (Aronson et al. 1983; Gratton y Minotti 1990)):

1
em(x+ct)|m , xz>xr=—ct
w(x,t) = lom( ) d ;¢ = const. (2.4)
0 , T <xT)

que describe un perfil que viaja a velocidad constante ¢ en la direccién de-
creciente de z sin modificar su forma. A partir de la definiciéon de u dada por
la ecuacion (1.3), es facil verificar que para la solucién w resulta u = —c, si
x>xp,yu=0,siz <z Enlas figuras 2.3 y 2.4 se grafica esta solucién

con m =1y m = 3 respectivamente.

0.041
m=1 0.03!
c=0.1 —
0.02!
0.01)
03 02 0.1 0.1 02 03

Figura 2.3: Onda viajera dada por (2.4) param =1y ¢ =0.1.

Gracias a la relevancia que tiene en esta tesis, en adelante nos referimos a

la solucién (2.4) como la onda viajera, a pesar que existen otras soluciones de
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la ecuacién (1.1) que responden a esta denominacidn, las que presentaremos

a continuacion.

m:
c=0.1

0.3

02

0.1

Figura 2.4: Onda viajera dada por (2.4) param =3y ¢ =0.1.

Otras soluciones del tipo onda viajera

A partir de (2.3) se pueden hallar otras soluciones analiticas en el caso K # 0.

Consideremos primero K > 0. Definiendo

K = —chy, h=H(¢)hy, ¢=cz/hy (2.5)

la ecuacion (2.3) se transforma en
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do Hm
kA 2.6
dH H-1 (2:6)
Esta ecuacion se puede integrar y se obtiene
1+m
H)=1c¢ — Fi(1 1,2 H 2.7
¢( ) C1 1_'_m2 1( +m, 1,2+ m, ) ( )

donde c; es constante y o F] es la funcion hipergeométrica. Las caracteristicas
de esta soluciéon cambian si H > 1 0 H < 1, lo que a su vez depende del valor
que se haya asignado a c¢;. Como ejemplo, en la figura 2.5a graficamos la
solucién (2.7) habiendo elegido ¢; de modo que ¢(H = 2) = 0 (por lo tanto
serd H > 1), y en la figura 2.5b de modo que ¢(H = 0) = 0 (en este caso

serd H < 1).

Consideremos ahora el caso K < 0. Si en (2.5) mantenemos la tercera y

la segunda definicién, y la primera la sustituimos por K = chyg, se obtiene

do H™
- — 2.
dH H+1 (28)
cuya soluciéon estd dada por
1+m
H) = Fi(1 1,2 —H 2.
(,b( ) Cl+1_'_m2 1( +m, 1,2+ m, ) ( 9)

En la figura 2.6 graficamos la solucién (2.9) habiendo elegido ¢; de modo que

S(H = 0) = 0.
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(a) H (b) H
12

7

6 1

5 0.8

4 0.6

3 0.4
J 0.2

1 ¢ ¢
8 6 -4 2 2 4 6 8-8 6 -4 2 2 4 6 8

Figura 2.5: Ondas viajeras dadas por (2.7) para m = 1. En (a) es ¢(H =
2)=0,yen (b)es ¢p(H =0)=0.

N N ©

-8 -6 -4 -2 2 4 6 8

Figura 2.6: Onda viajera dada por (2.9) para m = 1, con ¢(H = 0) = 0.

Las nuevas soluciones dadas por (2.7) y (2.9) son la generalizacién de

aquellas obtenidas por Gratton y Minotti (1990) para m = 3.

En el caso particula que m sea un ntimero natural, las expresiones (2.7)

y (2.9) pueden escribirse respectivamente de la siguiente forma
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n

p(H)=c1+In(H—-1)+> ", %
(2.10)

n

p(H) =c; + (—1)"In(H + 1) + Zf_l(—l)"“”%

2.1.3 La solucién singular

Finalmente, mencionaremos una solucién analitica de (1.1), a la que llamare-
mos solucion singular, que posee algunos de los aspectos del comportamiento

de tiempo de espera (Barenblatt 1952). Esta solucién es:

V

b(at) =4 > (22) (25)" @20 (t < ts = S~™t) (2.11)
0 (x <0)

IN

donde S es una constante positiva y

1 m m+1
th==(— 2.12
! 2(m+2) (2.12)

Claramente b (z,t) es la solucién de (1.1) que corresponde a la condicién ini-

cial
(2.13)

Notemos que para t < tg esta solucién tiene un frente que espera en x = 0.

La solucién explota a t = tg de modo que no puede ser extendida a t > tg.
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t=0.025

01 0.1 0.2 03

Figura 2.7: Solucién singular dada por (2.11) con m =1y S = 1.

Obsérvese que tg depende sélo de m; en particular no depende del tamano

de el soporte de g, (Aronson et al. 1983).

En las figuras 2.7 y 2.8 mostramos la solucién singular conm =1y m = 3

respectivamente.

2.2 El tiempo de espera y la velocidad de
arranque
A continuacién presentaremos algunos resultados tedricos que nos indican ba-

jo que condiciones puede haber un tiempo de espera no nulo, y que establecen

cotas para su valor. En relacién al comportamiento del frente veremos cuales
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1.2}

m I
s=1 0.8
t=0.05" t=0.025

0.4]

0.2}

0.1 o1 02 T o3

Figura 2.8: Solucién singular dada por (2.11) conm =3y S = 1.

son los requisitos para que su velocidad al momento del arranque sea no nula,

y se dard una cota inferior para ésta.

2.2.1 Condiciones para la existencia de un tiempo de

espera

Cuando 0 < m < 1 el término de propagaciéon no lineal (89077)2 domina
y, como una primera aproximacion, se puede despreciar el término difusivo
mnd2,n de la (1.4) reduciendo a esta ecuacién a una de primer orden que
puede ser resuelta por el método de las caracteristicas; en una segunda apro-
ximacién el término de difusion se puede tratar como una perturbacién. De
este modo se puede demostrar (Kath y Cohen 1982) que, para condiciones

iniciales del tipo g oc 29, resulta:
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e si a < 1 el frente se mueve inmediatamente,

e si « = 1 hay un ¢, no nulo y el frente se pone en movimiento cuando

un corner shock (una discontinuidad 7,) aparece en el frente,

e si a > 1 hay un t,, > 0, y durante el periodo de espera se desarrolla un
corner layer que se desplaza hacia el frente; el arranque ocurre cuando

el frente es alcanzado por el corner layer.

Posteriormente, Vazquez (1984) demostré que estos resultados valen para
todo m. Luego las condiciones iniciales (1.5) llevaran a t,, > 0 s6lo cuando

a > 1.

2.2.2 Cotas para el tiempo de espera

Existe una distincién entre aquellos tiempos de espera cuyo valor depende del
comportamiento local de g(x) cerca de x = x ¢, y aquellos en los que depende
del comportamiento global de g(x). Ha sido demostrado por Aronson et al.

(1983) que:

(a) si en un entorno de x = xs se tiene que

g(z) o |z — xp|™ (a>1) (2.14)

el tiempo de espera depende de los datos globales y en este caso se forma un
corner layer a una distancia finita del frente que espera y es su movimiento

el que determina t,, (este es el caso para nuestras condiciones iniciales (1.5)).
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(b) si cerca de x = z se tiene

g(z) = Alx — x4|? (A = cte.)

pueden surgir dos casos:

(b1) si para todo z se satisface la condicién

g(x) < Blz —z4" (B> A)

49

(2.15)

(2.16)

el tiempo de espera depende de los datos globales y (como en el caso (a))

se desarrolla un corner layer a distancia finita del frente que espera; en este

caso valen las siguientes cotas para el tiempo de espera

2(m+2)Bm

(b2) si en todas partes se verifica la condicién

g(z) < Alz—zgl"  (B=4)

2(m+2)Am

(2.17)

(2.18)

el tiempo de espera depende de los datos locales y esta dado por ¢, =t 4.
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En resumen, el tiempo de espera depende de los datos locales sélo cuando

g(z) = Alx —xs|?  cercade x = xy
v (2.19)

g(z) < Alz — xy|? para todo x

En cualquier otro caso, t,, depende de los datos globales. La apariciéon de
un corner layer durante el periodo de espera a una distancia finita del frente
es el aspecto caracteristico que indica que t,, depende de los datos globales

(Lacey 1983).

Una cota superior 1til de ¢, (pero no su valor exacto) se puede obtener
por medio del Principio de Comparacién Desplazada ! de Vazquez (1983),
que en el caso que estamos considerando se expresa del modo siguiente: si

para todo z € (—o00, zg| se cumple que

Mi(x,0) = /x g1(x)dr < /x g2(x)dx = Ms(x,0) (2.20)

—00 —00

entonces para todo t > —t,, se cumple que

My(z,t) = /w hi(z,t)dzx < /x ho(z,t)dx = Ms(x,t) (2.21)

—00 —00

es decir, si la “masa” de h; se halla inicialmente desplazada hacia la derecha

con respecto a la de hy (ver figura 2.9), esta situacién se mantiene para

!'Traducimos asi la denominacién “Shifting Comparison Principle” empleada por

Vazquez



Capitulo 2. Teoria 51

todo tiempo posterior. Como una aplicacion de este principio, supongamos
que g12(x < 0) = 0y que hs es una solucién con tiempo de espera; luego,
tomando z = 0 en (2.21) se puede ver que h; es también una solucién con

tiempo de espera, con t,, > t,o. Este resultado nos sera 1til mas adelante.

|
|
|
|
i
0 x o))

Figura 2.9: Los perfiles iniciales g; y g2 verifican la condicién (2.20), esto
quiere decir que la “masa” de g; que se encuentra a la izquierda de x es
menor que la de g9, para cualquier . El Teorema de Comparacién Desplaza-
da asegura que esta propiedad se verifica para todo tiempo posterior. Si
tomamos x = 0, esto implica que el frente de g; no puede arrancar antes que

el de g9, entonces debe ser t,5 < ty1.

Una importante cota superior del tiempo de espera debida a Vazquez
(1983) se puede obtener considerando una solucién con tiempo de espera
he con My(z,0) = 1 cuyo tiempo de espera es t,o. Ahora tomamos ¢g; =

26(z — 1) que es una condicion inicial para la que la ecuacién (1.1) tiene
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una solucién analitica conocida (la solucién fundamental, ver Seccién 2.1.1),

segin la cual M;(0,t) = 0 para t < t,, dado por:

7l (1+ L "
to (m) = m y \é; g 1m) (2.22)
(2m +4) G+
Por lo tanto, de acuerdo al Principio de Comparaciéon Desplazada
tuwe < too (2.23)

que es la cota superior buscada. Si My(z9,0) = M debemos tomar ¢; =

2Mé(x — 1), y correspondientemente la cota serd t../M.

En resumen, excepto para el caso especial (b2), no hay férmulas analiticas
para t,, y solo disponemos de las cotas dadas por las ecuaciones (2.17) y
(2.22). Sin embargo, para nuestras condiciones iniciales (1.5), en algunos

casos tales cotas no nos brindan buenos estimadores de ¢,,.

2.2.3 Velocidad de arranque del frente

Si el soporte de g(x) es compacto, Aronson et al. (1983) y Aronson et al.
(1985) demostraron que cuando el movimiento inicial del frente depende de
datos locales (caso (b2)), la velocidad del frente es una funcién continua
de t, de modo que la velocidad al arranque ¢ es nula; por otra parte, si el
movimiento inicial del frente depende de los datos globales (como sucede para

las condiciones iniciales (1.5)) & es discontinua en el arranque y se cumple
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que

¢ > —é(m), &(m) = —— (2.24)

La condicién (2.24) sélo pone una cota inferior a ¢ de modo que su valor

exacto se debe determinar numéricamente.

2.3 Soluciones autosemejantes

Cuando las condiciones iniciales y de contorno involucran a lo sumo un
Unico parametro dimensional constante b, con dimensiones independientes
[b] = [z]/[t)°, la ecuacién (1.1) admite soluciones autosemejantes que depen-

den de la variable adimensional

x/bt® si t>0
¢ = (2.25)
—x/b(—t)° si t<0

Varios ejemplos de soluciones autosemejantes de (1.1) se pueden encontrar
en la literatura (Barenblatt 1952; Barenblatt y Zel’dovich 1957; Pattle 1959;
Pert 1977; Gilding y Peletier 1977a; Gilding y Peletier 1977b; Grundy 1979;
Huppert 1982; Gratton y Minotti 1990) a la que remitimos al lector intere-

sado.

El problema de valores iniciales (1.1), (1.5) involucra las escalas carac-
teristicas xg, ho y to, de modo que nuestras soluciones no serdn autoseme-

jantes. Sin embargo, cerca del frente y préximo al momento del arranque
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(i.e. para |x| < zg, h < hy, |t| < ty) estas escalas no pueden ser relevantes
y las soluciones pueden ser autosemejantes en este dominio restringido. En
este caso no hay parametro dimensional relevante, por lo tanto el autovalor
4 no se conoce de antemano, y la asintética autosemejante (si es que existe)
es de Segunda Especie (mas adelante daremos un ejemplo de solucién au-
tosemejante de cada especie para mostrar cabalmente sus diferencias). En
el presente caso, veremos que tales soluciones autosemejantes existen para
cualquier ¢, por lo tanto el espectro de autovalores es continuo y no podemos
a priori conocer qué particular valor de 6 sera seleccionado para valores de
m y a dados. En conexién con esto, ha sido conjeturado (pero no probado)
que cuando el espectro de ¢ is continuo, son las condiciones iniciales las que

determinan qué valor de ¢ serd seleccionado (Barenblatt y Zel’dovich 1972).

2.3.1 Formalismo del plano de fases

Las soluciones autosemejantes de la ecuacién (1.1) se pueden describir con-

venientemente en términos de las variables Z y V definidas por

Z(¢) = h™t/x? (2.26)

V() = ut/x (2.27)

donde u esté definida por (1.3). Reemplazando las definiciones de (, Zy V

en las ecuaciones (1.2) y (1.3) se obtiene:

AV Z(26-1)+mVZ-mV(V -9
iz mZ(2Z +mV)

(2.28)
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dln|¢| 1
Az —  (2Z+mV)

(2.29)

Observese que la ecuacion (2.28) es auténoma, por lo tanto si se tiene una
solucién V' = V(Z), la ecuacién (2.29) permite hallar Z = Z(¢) por simple
cuadratura y de aqui se obtiene h = h(x,t). De este modo, la totalidad de las
soluciones autosemejantes se representan por medio de trayectorias (llamadas
curvas integrales) en el plano de fases (Z,V). Nétese que de acuerdo a la
definicién de Z dada por la ecuacién (2.26), el semiplano Z < 0 en el plano

de fases corresponde at <0,y Z>0at > 0.

Dado que no existe una solucién analitica general de (2.28), para lograr
un conocimiento de las propiedades del plano de fases se debe estudiar el
comportamiento de las curvas integrales en el entorno de los puntos singu-
lares de la ecuacién (2.28). Existen seis puntos singulares, que describiremos
brevemente a continuacion. Citamos sin demostracion las propiedades de
dichos puntos para todo m, ya que el lector las puede encontrar analizadas

en detalle en Gratton y Minotti 1990 en el caso m = 3.

1. El punto O = (0,0) corresponde a { = ooy z = oo (excepto en el
caso especial § = 0), por lo tanto representa un punto en el perfil de
h infinitamente alejado del origen. Para Z > 0 este punto es un nodo:
a medida que se aproxima a O, todas las curvas integrales (excepto la
curva Z = 0 que es irrelevante pues corresponde a h = 0) convergen a

una unica curva dada por
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1-26 1—-204+m—md
V= (W) Z ll + — Z+ .. (2.30)

Para Z < 0 es una silla y sélo la curva (2.30) llega a O. En ambos ca-
sos, las curvas que alcanzan al punto O verifican las siguientes formulas

asintoticas

7 — k,Cfl/é
h = kl/m b1/6m x(26—1)/6m (23]_)
u = _% kbl/é x(éfl)/é

Notemos que h y © no dependen de t cuando x — oc.

2. El punto A = (0, 6) es una silla, y dos curvas integrales pasan por este

punto, una es la ya mencionada Z = 0, y la otra esta dada por

20 — 1+ mb
= —_— 7+ ... 2.32
V=6+ mo(m + 1) + (2.32)

El punto A representa un frente mévil. Recordando que z; indica la
coordenada del frente, definiendo la constante (; tal que zy = ¢ fbt‘s,
e introduciendo la notacién & = (/(y = x/xy, cerca de x; resulta

Z =mb(1l — &), y las variables fisicas toman la forma
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h= [méb2¢2 201 (1 - &))"

(2.33)

w= ot 1+ 2=l (1 — )]

3. Elpunto B = (—m/(442m),1/(2+m)) esta estrechamente relacionado
con las soluciones con tiempo de espera. El comportamiento asintético

de h y u cerca del punto B estd dado por

h_ m .’,U2 1/m
- 442m t

(2.34)

La naturaleza de este punto singular depende del valor de §. Si se de-

finen

4+ 3m 2m 1/2
by = O =bg | —— 2.35
0T Txom Y T (2+m> (2.35)

entonces el punto B representa ( = oo si 0 < 6, y ( = 0si 6 > 6.
Notemos que &y > 1 dado que m > 0. Ahora se debe distinguir entre

varias posibilidades.

(a) Sié < 6_ entonces B es un nodo.

(b) Si - < é <1, B es un foco: a medida que ¢ — oo las curvas in-
tegrales arriban a B enrollandose en sentido antihorario alrededor

de él en forma de espiral.



Capitulo 2. Teoria 58

(c)

(d)

(e)

Sil < é <y, Btambién es un foco como en el caso anterior, pero
a su alrededor hay un ciclo limite. Todas las curvas integrales
que llegan a B a medida que ( — oo, asi como la curva dada
en (2.30) que llega a O (este punto al igual que B representan
¢ = oo) emanan de dicho ciclo limite, que representa un frente
que espera en ( = 0. A medida que § — 1, el ciclo limite tiende
a la figura formada por el segmento del eje Z que une los puntos
Oy Aylacurva Z = mV(V —1). Esta tdltima es la curva integral
que representa en el plano de fases a la solucién de onda viajera
(2.4). A medida que 6 — 0§ el ciclo limite se cierra sobre el punto
B. Como veremos mas adelante, este ciclo limite reviste mucha

importancia para este trabajo.

Sidp < 6 < 64, B esun foco, pero ahora la curvas integrales llegan

a B (¢ = 0) formando espirales que se enrollan en sentido horario.

Si 6, <6, B es un nodo.

4. El punto C = (0,00) es un nodo. Cerca de C las curvas integrales

tienen la forma V = cte. Z~Y/™. Este punto representa un punto a una

distancia finita x; = (;bt® ((; constante). A medida que una curva

integral se acerca a este punto, h — 0 y u — oo, pero el caudal hu es

finito.

5. El punto D = (oo, (1 —26)/(m(m + 1)) es una silla. En el entorno de

este punto las curvas integrales estan dadas por

ZB/Q{Z (V_m1—25 )_ (26—1)[(2+m)6—1]}:K 2.36)

(m+1) 3m?
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La curva con K = 0 es la tnica que llega a D, y a lo largo de esta,

dicho punto representa x = 0.

6. El punto £ = (00, 00) es una silla-nodo, y representa a x = 0. Las
curvas integrales cerca de este punto son descriptas por la siguiente

expresion

[Z + (m+ D)V z7y2mt) — | (2.37)

donde K en una constante. Si K = 0 se obtiene el siguiente compor-

tamiento asintotico
m—+42

Z o< (T mHt

§(m+2)—m—1

h o xm;ﬂt m(mT1) (2.38)
m+2)_1

1 §(m+2
U X x mHit i m+1

Si K # 0, el comportamiento asintético es

Z o< (2

h o t55 (2.39)

woc o1
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Figura 2.10: Topologia del plano de fases (Z,V) con 6 = 1.1 y m = 1. Los

puntos singulares A, B y O estan indicados con una cruz. El trazo grueso
corresponde al ciclo limte, y el trazo discontinuo a la curva integral que pasa
por A, que cerca de este punto estd dada por (2.32). En cada trayectoria la

flecha indica la direccién creciente de (.

Para poder apreciar las caracteristicas del plano de fases, en las figuras
2.10 a 2.12 se muestran varias curvas integrales obtenidas por integracién
numérica de la ecuacién (2.28). En la figura 2.10, el valor de ¢ es tal que hay
un ciclo limite alrededor del punto B; en la 2.11 el valor es tal que B es un
foco, y por lo tanto las curvas que salen de B lo hacen en forma de espiral;
finalmente, en la figura 2.12 el valor de 6 hace que el punto B sea un nodo.

En los tres casos el valor de m es 1.

En resumidas cuentas, las caracteristicas del plano de fases de interés para
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e

ESN\ ¥

Figura 2.11: Topologia del plano de fases (Z,V) con 6 = 1.2 y m = 1. Los

puntos singulares A y O estan indicados con una cruz, y el B se halla en
el centro de la espiral (por claridad no estd marcado). El trazo discontinuo
corresponde a la curva integral que pasa por A, que cerca de este punto esta

dada por (2.32). En cada trayectoria la flecha indica la direccién creciente

de (.

nosotros son los puntos singulares O, A, B, £ y el ciclo limite, puesto que
a partir de ellos se construyen las soluciones autosemejantes relevantes para
este trabajo, es decir, aquellas que presentan tiempo de espera. A continua-
cion daremos dos ejemplos de como se construye una solucién autosemejante
usando el plano de fases, uno de Primera Especie y el otro de Segunda Es-
pecie. Tales ejemplos nos permitiran ademas aclarar las diferencias entre las

autosemejanzas de ambas especies.
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Figura 2.12: Topologia del plano de fases (Z,V) con § =2y m = 1. Los

puntos singulares A, By O estan indicados con una cruz. El trazo discontinuo
corresponde a la curva integral que pasa por A, que cerca de este punto esta
dada por (2.32). En cada trayectoria la flecha indica la direccién creciente

de (.

Un ejemplo de solucién autosemejante de Primera Especie

Buscaremos aqui la solucion autosemejante cuando en z = 0 hay una fuente
de h tal que la masa de la solucién varia con el tiempo de acuerdo a una ley

de potencia. Esta solucién debe verificar la siguiente relacion

5 (t)
/ h(z,t)dz = q,t" (2.40)
0
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donde la constante g, > 0 es el parametro dimensional del problema. Esta
solucién se extiende desde z = 0 hasta el infinito. Puesto que el problema
involucra una tunica constante dimensional, la solucién es autosemejante, y
aplicando el analisis dimensional es posible determinar la variable de autose-
mejanza. En efecto, indicando las dimensiones de x y t con L y T respecti-

vamente, vemos de (1.1) y (2.40) que

0] = (L*/T)"™
(2.41)
[gu] = (L2 Tems )1/

Tomando b = ¢, y requiriendo que la variable de autosemejanza ¢ = x/bt?

sea adimensional determinamos el valor de 6 y v

5_um+1
m—+ 2
(2.42)
_m
YT mr2

Esto caracteriza a una solucién autosemejante como de Primera Especie: el
exponente de autosemejanza 6 se halla a partir de consideraciones dimen-

sionales.

Para obtener la solucién autosemejante debemos ahora recordar que esta
se extiende desde z = 0 hasta el frente en x = z¢(¢t). Por lo tanto, esta
solucion en el plano de fases esta representada por la curva integral que va

del punto A al punto &£, con el valor de § dado por (2.42).
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Un ejemplo de solucién autosemejante de Segunda Especie

Primero debemos decir que el formalismo de fases presentado en la Sec-
cion 2.3.1 puede ser facilmente generalizado a los casos con simetria axial y
esférica. En estos casos, la topologia del plano de fases no cambia cualitati-

vamente, y los puntos singulares mantienen su significado.

Imaginemos un flujo con simetria axial cerrandose hacia el origen, como
podria ocurrir si inicialmente h es diferente de cero sélo fuera de una pared
circular y en el interior de ésta es h = 0. Si la pared es stibitamente removida,
el flujo tendra un frente convergente, cuyo radio disminuye y que finalmente
at = 0 colapsara en el origen. Consideraremos la etapa final de este proceso,
cuando el frente estd por colapsar. Entonces nos interesan las propiedades
del flujo para x pequeno comparado con cualquier longitud caracteristica que
las condiciones iniciales puedan introducir (por ejemplo, el radio de la pared
circular). En esta situacién no hay pardmetros dimensionales constantes que
gobiernen el problema, pues aquellos introducidos por las condiciones iniciales
no pueden ser relevantes. En consequencia, la solucién serd autosemejante,
pero el exponente 6 no puede ser determinado a partir de consideraciones

dimensionales. Luego, este es un caso de autosemejanza de Segunda Especie.

Como la solucion tiene un frente moévil, debe estar representada en el
plano de fases por una trayectoria integral que emerge del punto A. Dado
que nos interesa sélo los momentos previos al colapso, resulta ¢ < 0. Entonces
la curva integral de interés debe estar en el semiplano Z < 0. Para Z < 0 la
curva que sale del punto A puede ir hacia B, O o C. Pero las curvas que van
de A hacia B o C representan soluciones que divergen cuando t — 0 , por lo

que no pueden representar la solucién buscada. Por lo tanto, la solucion esta
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(a) 4 (b) 4
A A
xXB xXB
Y4 YA
(@) (@)
(©) 4
A
X B
Z
(@)

Figura 2.13: Para Z < 0 los puntos A y O son sillas, por lo que una curva

uniéndolos sélo existe para 6 = 6. (a) 6 < 6. (b) 6 > b, (¢) 6 = 6.

representada por una curva integral que une los puntos A y O. Tal curva
existe sélo para un determinado valor de 4, al que llamaremos 6., que debe

ser determinado numéricamente (ver figura 2.13).

Hemos visto asi que en el presente caso, el valor del exponente de au-
tosemejanza 6 es determinado resolviendo un problema de autovalores (no
por andlisis dimensional, como en la Seccién anterior). Esto es tipico de

problemas autosemejantes de Segunda Especie.
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2.3.2 Autosemejanza cerca del frente que espera

Soluciones autosemejantes de interés

En esta Seccién se discutiran las soluciones autosemejantes de la ecuacion
(1.1) que pueden describir la asintética cerca del frente que espera (para més
detalles ver Lacey et al. 1982; Gratton y Minotti 1990; Gratton y Vigo 1998).
Al respecto, son de interés dos familias de soluciones: las soluciones LOT y
las soluciones A. Todas ellas son soluciones ezactas de la ecuacion de difusion
no lineal (1.1), aunque no se pueden expresar en forma cerrada salvo en un

dnico caso.

Las soluciones LOT, que indicaremos con h*(z,t), son una familia de
soluciones autosemejantes con tiempo de espera que se pueden extender
a t > 0; fueron descubiertas por Lacey, Ockendon, y Tayler (1982) y sus
propiedades fueron discutidas en detalle por Gratton y Vigo (1998). Existen
para cualquier 6 > 1 y pueden ser de tres tipos que llamaremos L, S y N,
de acuerdo a su comportamiento para t < 0. Cuando 1 < ¢ < ¢y la solucion
es del tipo L y la trayectoria emana del ciclo limite, que representa al frente
que espera antes de arrancar. Cada vuelta alrededor del ciclo limite produce
oscilaciones de V' y Z. Cuando 6 es cercano a la unidad, el ciclo limite llega
cerca del punto A. Entonces, cada vez que ( es tal que el punto (Z(¢),V(())
pasa cerca de A la derivada 0,h sufre una variacién brusca y por lo tanto la
solucién presenta un corner layer. Como resultado la solucién h*(z,t < 0)
muestra una sucesion infinita de corner layers que se acumulan en el frente.
A medida que 6 — &g, el ciclo limte se hace més pequeno. Por lo tanto las
oscilaciones de V' y Z en cada vuelta tienen menor amplitud, la solucién pasa

mas lejos de A y las variaciones de 0,h se suavizan de manera que el corner
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layer se debilita. Si 6y < 6 < 64 la solucién es del tipo S y la trayectoria es
una espiral que sale del punto singular B, que es quien ahora representa al
frente que espera. En este caso, las oscilaciones de V' y Z a medida que las
solucion se aproxima a B se amortiguan. Si 6 > 6, las soluciones son N y
la trayectoria emana del punto B pero sin rodearlo. En este caso la solucion
no presenta oscilaciones de V' y Z. En cualquiera de los tres casos la curva

integral termina en el punto O que representa a x = oco.

Hasta aqui describimos como construir una solucién LOT para el periodo
de espera, es decir t < 0. Para t > 0 la solucién debe poseer un frente que
avanza, por lo que la curva integral debe contener al punto singular A. La
parte del perfil que va desde x = 0 hasta el frente mévil (que para t > 0
se encuentra en x < 0) es representada por una curva integral que va desde
el punto singular £ (que representa a x = 0) hasta el punto singular A. La
parte del perfil que va desde x = 0 hasta x = 0o es descripta por una curva
integral que desde el punto £ viene hasta el punto O. En las figuras 2.14,
2.15 y 2.16 se muestran las curvas integrales que representan tres soluciones
LOT, una de cada tipo: L, S y N respectivamente (m = 1 para los tres
casos). Ademds, en las figuras 2.17 a 2.20 mostramos la trayectoria integral
en el plano de fases para una solucién LOT tipo L, las variables h y u en
graficos doble logaritmicos de modo que sea posible apreciar la sucesién de
corner layers, y la variable h en escala lineal a tres tiempos distintos con el
objeto de presentar el perfil real de esta soluciéon. Los mismos graficos para
una solucién tipo S se muestran en las figuras 2.21 a 2.24, y para una solucion

tipo N en 2.25 a 2.28.
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Figura 2.14: Curva integral correspondiente a la solucion autosemejante LOT
del tipo L, con 6 = 1.1 y m = 1. El tramo I describe la solucién para t < 0,
y va desde el ciclo limite, que representa al frente que espera, hasta el punto
O, que representa x = oo. Los tramos II y III describen la solucién para
t > 0. El tramo II va desde el punto £, que representa a x = 0, hasta el
punto A, que representa al frente mévil. El tramo III va desde el punto £

hasta el punto O.
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Figura 2.15: Curva integral correspondiente a la solucion autosemejante LOT
del tipo S, con 6 = 1.2 y m = 1. El tramo I describe la solucién para t < 0,
y va desde el punto B, que representa al frente que espera, hasta el punto O,
que representa x = co. Los tramos II y III describen la solucion para ¢t > 0.
El tramo II va desde el punto &, que representa a x = 0, hasta el punto A,
que representa al frente mévil. El tramo III va desde el punto £ hasta el

punto O.
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Figura 2.16: Curva integral correspondiente a la solucion autosemejante LOT
del tipo N, con 6 =2 y m = 1. El tramo I describe la solucién para t < 0, y
va desde el punto B, que representa al frente que espera, hasta el punto O,
que representa x = 0o. Los tramos II y III describen la solucion para ¢t > 0.
El tramo II va desde el punto &, que representa a x = 0, hasta el punto A,
que representa al frente mévil. El tramo III va desde el punto £ hasta el

punto O.
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0.6
m=3 &=1.1
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/ —0.4
14

0.6 0.4 0.2 o
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Figura 2.17: Curva integral en el plano de fases para t < 0 de una solucién

LOT tipo L. Cada vuelta alrededor del ciclo limite genera oscilaciones de Z

y V.
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Figura 2.18: Grafico doble logaritmico de h vs. ( de la soluciéon LOT tipo L
que se muestra en la figura 2.17. Observemos que las oscilaciones de Z no
se traducen en oscilaciones de h, que tiene un comportamiento monotono,
sino en una sucesién de corner layers. La linea punteada y la de trazos

corresponden respectivamente al comportamiento asintético cerca de By O.
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Figura 2.19: Gréfico doble logaritmico de u vs. ¢ de la solucién LOT tipo L
que se muestra en la figura 2.17. Observemos que las oscilaciones de V' no
se traducen en oscilaciones de u, que tiene un comportamiento mondétono.
La linea punteada y la de trazos corresponden respectivamente al compor-

tamiento asintético cerca de By O.
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Figura 2.20: Perfiles de h (linea continua) y de w (linea de trazos) de la
solucién LOT tipo L que se muestra en la figura 2.17 a tres tiempos distintos:
uno antes del arranque del frente, otro justo al momento del arranque, y el
otro después del arranque. Notese que en el perfil para t < 0 se puede

apreciar un sélo corner layer.
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m=3 o6=14
LOT tipo S
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Figura 2.21: Curva integral en el plano de fases para ¢ < 0 de una solu-

ciéon LOT tipo S. Cada vuelta de la espiral alrededor del punto B genera

oscilaciones amortiguadas de Z y V.
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Figura 2.22: Grafico doble logaritmico de h vs. ( de la solucién LOT tipo
S que se muestra en la figura 2.21. Observemos que las oscilaciones amor-
tiguadas de Z no se traducen en oscilaciones de h, que tiene un compor-
tamiento mondtono, sino en una sucesién de corner layers que se debilitan
progresivamente. La linea punteada y la de trazos corresponden respectiva-

mente al comportamiento asintético cerca de By O.
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Figura 2.23: Gréafico doble logaritmico de u vs. ¢ de la soluciéon LOT tipo S
que se muestra en la figura 2.21. Observemos que las oscilaciones de V' no
se traducen en oscilaciones de u, que tiene un comportamiento mondétono.
La linea punteada y la de trazos corresponden respectivamente al compor-

tamiento asintético cerca de By O.
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4 m=3 o6=14 ]
LOT tipo S
3_ 1

Figura 2.24: Perfiles de h (linea continua) y de u (linea de trazos) de la
solucién LOT tipo S que se muestra en la figura 2.21 a tres tiempos distintos:
uno antes del arranque del frente, otro justo al momento del arranque, y el
otro después del arranque. Notese que en el perfil para t < 0 se puede

apreciar un sélo corner layer, pero mas tenue que en la figura 2.20.
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Figura 2.25: Curva integral en el plano de fases para t < 0 de una solucién
LOT tipo N. A diferencia del las soluciones tipo L y S, en este caso no hay

oscilaciones de Z y V.
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Figura 2.26: Grafico doble logaritmico de h vs. ( de la solucién LOT tipo
N que se muestra en la figura 2.25. En este tipo de solucién no se observan
corner layers. La linea punteada y la de trazos corresponden respectivamente

al comportamiento asintético cerca de By O.



Capitulo 2. Teoria 81

0+— _
4 |— _ |
log(u) ///
g | _
L,/ m=3 6=25
LOT tipo N
12 L7 _
| | |
12 8 4 0 4

log(%)

Figura 2.27: Grafico doble logaritmico de u vs. ¢ de la solucién LOT tipo N
que se muestra en la figura 2.25. La linea punteada y la de trazos correspon-

den respectivamente al comportamiento asintdtico cerca de By O.
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4l m=3 &5=25
LOT tipo N

-

Figura 2.28: Perfiles de h (linea continua) y de u (linea de trazos) de la
solucién LOT tipo N que se muestra en la figura 2.25 a tres tiempos distintos:
uno antes del arranque del frente, otro justo al momento del arranque, y el
otro después del arranque. A diferencia de las figuras 2.20 y 2.24, no hay un

corner layer.
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Las soluciones A existen para cualquier 6 < 1 e incluyen como caso espe-
cial la onda viajera (2.4), que corresponde a § = 1. En verdad, las soluciones
A tienen un frente moévil, no uno que espera, por lo que el lector podria
preguntarse porqué se las considera relevantes en este contexto. La razon es
que las soluciones A pueden describir el comportamiento de un corner layer
fuerte, en el limite en que h(z,t) es despreciablemente pequena delante de él,
y el corner layer es casi un corner shock (notese que en este limite el término
difusivo mn0,,n en la ecuacion (1.4) es despreciable). De hecho, la diferencia
entre un corner layer muy fuerte y un frente movil es insignificante, de mo-
do que a todos los efectos practicos pueden ser considerados la misma cosa
(Aronson et al. 1985). La construccién de las soluciones A para § < 1 se
describe en Gratton y Vigo 1998; dado que ellas divergen en t = 0, no pueden
representar las asintéticas de nuestras soluciones numéricas en el momento
del arranque ni después de él. Por otra parte, la soluciéon de onda viajera
tiene un comportamiento regular en ¢ = 0 y como se verd juega un rol muy

importante en nuestro problema de valores iniciales.

Velocidad de arranque de las soluciones autosemejantes

La velocidad del frente de una soluciéon autosemejante para t > 0 esta dada
por &y = (;t°71 (¢; es el valor de ¢ en el frente). Por lo tanto, el frente de
las soluciones LOT arranca con velocidad nula, de modo que ellas no pueden
describir el comportamiento asint6tico de las soluciones de (1.1) y (1.5) hasta
x = 0; sin embargo, ellas podrian aun describir la asintotica en un dominio
que ezcluya al frente (i. e. para 0 < ¢ < |z| € x9, 0 < & K h < hy,
|t| < to, donde €, & son cantidades pequenias). Por otro lado, la solucién

tipo onda viajera dada por la ecuacién (2.4) satisface la condicién (2.24)
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dado que ¢ = ¢ puede tomar cualquier valor finito, entonces puede describir
la asintdtica en las cercanias de ¢ = 0 incluyendo al frente mismo (i. e. para
0<z|<e, 0<h<é,|t| <ty). Como ya dijimos, la onda viajera para
t — 0— describe un corner layer fuerte moviendose con velocidad constante
hacia el frente que espera, y para t — 0+ describe al frente que ha comenzado
a moverse con la misma velocidad constante. Por supuesto, en este contexto,
velocidad constante significa que las velocidades del corner layer y del frente
son la misma y no varfan sobre una escala de tiempo |t| < tg, en otras
palabras, al momento del arranque, el corner layer se transforma en el frente

(Lacey 1983).

Gratton y Vigo (1998) y Perazzo et al. (1999) investigaron la asintética
de las soluciones numéricas de (1.1) y (1.5) para m = 3 y m = 1. Para
m = 3 encontraron que las soluciones LOT del tipo L describen la asintdtica
de h(z,t) en un dominio que excluye al corner layer y al frente, y que el
exponente de autosemejanza 6 depende de las condiciones iniciales a través
del parametro . También encontraron que en sus soluciones se desarrolla un
unico corner layer. En el caso m = 1 dichos autores encontraron resultados
similares, pero ademas detectaron soluciones LOT del tipo S cuando « es
muy préximo a 1. En ambos casos el movimiento del corner layer y el del
frente inmediatamente después de su arranque, y sus perfiles muy cerca de
x = 0 corresponden a una onda viajera, tal como era de esperar a partir de

la teoria.
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2.4 Propiedades de escala de la ecuacién de
difusién no lineal
Aqui nos interesa establecer ciertas propiedades de escala de la ecuacién (1.1).

Supongamos que tenemos una solucién de esta ecuacién h = h(z,t) con perfil

inicial hg = ho(x). Definimos ahora las nuevas variables

t=ct (2.43)

h = ah(i,t) = ah(bx, ct)
Queremos establecer una relacion entre a, b y ¢ de modo que h también sea

una solucién de (1.1).

A partir de (2.43) es facil obtener que

dh = acd:h(i,1)
(2.44)
8, (ﬁmaxﬁ) — a0, (W3, 8)0:h(E, 1))

Dado que h es solucién, si ¢ = a™b? entonces h también lo serd. Podemos

entonces establecer la siguente propiedad de las soluciones de (1.1):

Si h = h(x,t) es solucion de la ecuacion de difusion no lineal (1.1) con
perfil inicial hy = ho(z), = h = h(x,t) = ah(bz,a™b*t) también es solu-

cién, con perfil inicial hg = aho(bx).
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A partir de esta propiedad, es inmediato que

Si h tiene tiempo de espera t,, entonces h tiene tiempo de espera t, =

ty/a™b?.
Si h tiene masa M = ffooo hdz,entonces h tiene masa M = aM/b.

Si h tiene velocidad u, entonces h tiene velocidad @ = @(z,t) = a™bu(bx, a™b?t).



Capitulo 3

Meétodos

En este Capitulo haremos una descripcion de los métodos empleados en este
trabajo, de modo que el lector interesado pueda reproducir nuestros resul-
tados. En primer lugar mostraremos el esquema numérico utilizado. Poste-
riormente se presentaran los métodos de andlisis que nos permiten obtener

la informacién deseada a partir de los datos obtenidos numéricamente.

3.1 Meétodo Numérico

Para resolver el problema (1.1), (1.5) introducimos las variables adimen-
sionales ©’ = x/x9, h' = h/hg, t' = t/ty; el valor de hg se elige de modo
de satisfacer la condicién de normalizacién [ ' (2/,t}) dz’ = 1 (en adelante
omitiremos las primas). La ecuacién (1.1) es invariante frente a este cambio

de variables, y la condicién inicial (1.5) ahora es:

87
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0 si <0
g(x) = (3.1)
(ag+1)z*? si 0<z<1

La condicién de contorno toma la forma 0,h(1,t) = 0. El cédigo emplea
una variable temporal cuyo valor inicial es t = 0 y después de la integracion
determinamos t,, y redefinimos el tiempo restando t,, de modo que el frente
arranca en t = 0. Computar las soluciones con exactitud suficiente para
revelar los detalles que estamos buscando no es un asunto trivial, ya que
nuestro problema tiene escalas multiples y las derivadas de las soluciones con
tiempo de espera tienen variaciones muy fuertes en el entorno del corner layer

que invariablemente aparece en la etapa de espera.

Para alcanzar una buena resolucién cerca de z = 0 (el dominio maés
interesante para nuestros prop6sitos) con un nimero manejable de puntos de
grilla, estamos forzados a emplear una grilla con un espaciado que depende
cuadréticamente de |x| (Kélnay de Rivas 1972), con 2N + 1 puntos entre —1
y +1. La desventaja de esto es que la desviacion de la soluciéon numérica
desde la verdadera solucion depende del espaciado de los puntos de la grilla.
Si estas desviaciones no son reconocidas, pueden llevar a interpretaciones
erroneas. Por ejemplo, la solucién numérica que representa la onda viajera
(2.4) muestra un cambio de la velocidad y de la forma del perfil a medida que
se propaga a través de la grilla no uniforme. Para reconocer y descartar estos
efectos espurios debido a la no uniformidad de la grilla comparamos en unos
pocos casos la soluciones obtenidas con diferentes NV hasta N = 4000 (usando
en cada caso el apropiado paso temporal). Excepto cuando se indique lo

contrario, todos los cdlculos fueron hechos con N = 1000.

Para discretizar la ecuacién (1.1) se empled un esquema implicito de di-
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ferencias finitas a segundo orden. Se indicard con A7 el valor discretizado
de henz = x; yt=t, =nAt donde z; es la posicién del j-ésimo punto
de la grilla y At es el paso temporal de integraciéon (j y n son enteros no

negativos). El miembro izquierdo de (1.1) se discretizé de la siguiente manera

3h" — 4Rt 4 A2
Ouh (1) = ————— (3.2)

donde el error es del orden de At?.

El miembro derecho de (1.1) para x; y t, se discretizé de la siguiente

manera

0 1m0, ———{ [+ ) ()

LTjt1 — Tj Tj+1 — T

(3.3)
- [+ ) (B2 )

ZL’j — ZL’j_l

Ahora se debe elegir la posicién z; de los puntos de la grilla. A este fin, se
define z tal que x = z|z|, y los ; quedan determinados por los correspon-

dientes z; elegidos como
zj=jAz—1,con0<j<2N (3.4)

donde Az = % Reemplazando estas ultimas definiciones en la ecuacién (3.3)

esta toma la forma
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1 h? , — h?
Oy (W 0,h) = Az { [(R2 )™ + (R)™] <M) —

22 + Az
(3.5)
B B
o n\m n m J Jj—1
o+ ) (a2 )}
sizj #0 (j # N). Para z; = 0 tenemos
1
0c (17 0,) = = { (W)™ + (™) (W — B3
(3.6)

— [(hy)™ + (A _)™] (hiy — P 1) }

El error de esta discretizacion es del orden de (z;11 — x;)?, que, dado que
los z; no estdn uniformemente distribuidos, no es uniforme. El valor minimo
de dicho error se alcanza en x = 0 (el lugar més interesante a los fines de
este trabajo) y es del orden de 1/N*. La situacién més desfavorable es en

r = +1, donde el error es del orden de 4/N2.

Luego, con el objeto de resolver numéricamente la ecuacién (1.1) se
igualan los miembros derechos de las ecuaciones (3.2) y (3.5) o (3.6) for-
mando asi un sistema algebraico de ecuaciones que permite determinar h}

para 1 < j < 2N — 1, a partir de conocer los valores de h;-l_l y h?_Q

APh? + BrhD , + 4RS! — bl

B — j+1 Jj -1
J 3+A§?+B§l

(3.7)

donde
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P o ) G R U e
J 2A22 Zj(2zj + AZ) J 2AZ2 ZJ(2ZJ . AZ)

AN "W \m "\ n At " W \m
Ay = A (W)™ + (RR)™) By = A ((R)™ 4+ (hx_)™)  (3.9)

En j = 2N, esdeciren z = 1, al discretizar la condicién de contorno impuesta
0zh(1,t) = 0, se obtiene h3y,, = hjy_; para todo n. Entonces, en este
punto se utilizan las ecuaciones (3.7) y (3.8), pero tomando h3;, , = hj; ;.
En 7 = 0, es decir z = —1, se impuso hj = 0. Este tratamiento numeérico
de las condiciones de contorno, junto con las ecuaciones (3.7), (3.8) y (3.9)

cierran el problema numérico.

3.2 Meétodos de analisis

Son necesarias ciertas elaboraciones no triviales de los datos numéricos pro-
vistos por nuestro codigo para analizar las soluciones y extraer de ellas la
informacion deseada. Ahora discutiremos estas elaboraciones de manera que

el lector pueda determinar la confiabilidad de nuestros resultados.

Mostraremos los resultados en términos de n = h™ dado que facilitan la
comparacion para diferentes m, pues para un dado « los perfiles iniciales de
n (a diferencia de los de h) tienen la misma forma independientemente de m,

y que la onda viajera corresponde siempre a 1 x x.
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3.2.1 Determinacion de ¢,

Con el objeto de hallar ¢, registramos el valor de 7 en el frente para todo
t, n(0,t). En las figuras 3.1, 3.2, 3.3 y 3.4 mostramos cuatro ejemplos. Se
puede observar que 7(0,t) permanece constante (y esencialmente nulo) hasta
que en cierto instante comienza a crecer muy rapidamente, lo cual indica que
el frente se ha puesto en movimiento. Por convencién tomamos t,, como el

momento en que 7(0,¢) comienza a crecer, el cual fue determinado

I I I
6 10-61- _
) m=2 a=1.1 /
4 10-6|- / _
n(0,9) .
2106 / _
\J
O— .........................../ —
| | |

0.080080 0.080095 0.080110
t

Figura 3.1: 7(0,t) vs t. En el grafico se observa un cambio abrupto de
comportamiento (indicado con una flecha). Tal cambio ocurre cuando el
frente se pone en movimiento, y por definicion tomamos como t,, el momento
en que esto sucede. La escala de las abscisas indica los valores de la variable
temporal utilizada por nuestro cédigo numérico, previo a la sustraccién de

Lo-
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210

1.510° 1

1105

,/'

0 '/
n(0,) | /
/'/

51061

0 \

%
— 00000000000000000000000000000 —

| | |
0.109455 0.109470 0.109485

t

Figura 3.2: Ver la leyenda de la figura 3.1.

con una incertidumbre de a lo sumo dos pasos temporales de integracion.
Para comprobar la validez de esta convenciéon hemos usado nuestro cédigo
para calcular numéricamente la soluciéon fundamental (2.1) y determinar el
tiempo en que su frente llega a x = 1 (por razones que seran claras mas
adelante llamamos ., a este tiempo). Luego comparamos los resultados
para diferentes m y N = 1000 con el valor tedrico que se puede obtener

facilmente de la ecuacién (2.1) y esta dado por to(m) (ecuacion (2.22)).

Obsérvese (ver Tabla 3.1) que el ¢, numérico difiere del correspondiente
valor teérico en ~ 0.005% en todos los casos, excepto param =1/2ym =9
donde difiere en ~ 0.05%. También estudiamos cémo depende de N el ¢,

numérico. Los valores del cociente t,,(N)/t,(N = 1000) param = 2, « = 1.3
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I
4107 . .
31071 / .

m=6 o=1.1 .
1n(0,¢)
21071 .
[ ]
11071 / |
\ '
O J
| | |

0.089530  0.089545  0.089560
t

Figura 3.3: Ver la leyenda de la figura 3.1.

(calculados con At ~ 1/N?) se muestran en la figura 3.5. Se puede ver que
la curva tiende a saturar rdpidamente y que la diferencia entre ¢,,(4000) y
t(1000) es solo un ~ 0.001%. Concluimos que N = 1000 es suficiente para

obtener t,, con una exactitud de al menos un ~ 0.05%.

3.2.2 Posicion y evolucion del corner layer

El corner layer se identifica facilmente en un grafico de d,,n a t fijo dado que
aparece como un pico muy pronunciado. Dicho pico no aparece siibitamente
sino que se desarrolla gradualmente a medida que ¢ aumenta, a partir de una
suave cresta que rapidamente crece en altura y reduce su ancho, al mismo

tiempo que se desplaza hacia el frente; posteriormente, en tanto ¢ crece el
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I
[ ]
91071 |
m=6 a=15
6107 |
1n(0,7) !

31071 .

\ |

0 /
— 00000000000000000000000000000° —

| | |

0.131210 0.131225 0.131240
t

Figura 3.4: Ver la leyenda de la figura 3.1.

corner layer sigue moviéndose hacia el frente que espera y se refuerza (es

decir, el pico de 0,,7n se hace mas alto y mas angosto).

Para describir cuantitativamente el movimiento y la evolucién del corner
layer es 1til introducir algunas definiciones (arbitrarias). Definimos su posi-
cion z.(t) como el lugar donde 9,,n es maximo, su ancho Az.(t) como el
ancho del pico de 9,,n a la mitad de su altura (es decir, Az, = z,, — x; donde
x, y x; son los puntos a la derecha y a la izquierda de z. tal que 0,.n(z,) =
O0pa)(1) = Opam(zc)/2), v su intensidad como V(t) = Open(x.)/Ax.. Para
comparar la evolucion del corner layer para diferentes m y a definimos su
intensidad normalizada como I1(t) = W(t)/¥(—t,). La figura 3.6 muestra un

esquema que ayudard al lector a entender algunas de estas definiciones.



Capitulo 3. Métodos 96

1.00008 , , , ,

1.00004

t,(N) / £,,(1000)

1.00000

I
[ ]
3
Il
(\S]
Q
I
[a—
(8]
]

0.99996 .

°
0.99992 . . ! !

0 1000 2000 3000 4000
N

Figura 3.5: El cociente t,,(N)/t,(N = 1000) para diferentes valores de N (
m=2,a=13).

Si bien la formacién de un corner layer es un proceso gradual, para cuan-
tificar los aspectos del mismo conviene definir t., el tiempo de formacion del
corner layer, como el tiempo en que IT excede un umbral (que por convencién

adoptamos como 100) y el lugar de formacion como x.(t.).

Notemos que para una solucién autosemejante resulta W(t) ~ t=+D) de
modo que se podria esperar que estudiando la evolucion de ¥ podriamos es-
tablecer si el comportamiento del corner layer es autosemejante y determinar
el correspondiente 6. Desafortunadamente esto no es posible, ya que antes
de alcanzar cualquier asintotica autosemejante el ancho del corner layer de la

soluciéon numérica resulta igual al espaciamiento de la grilla de manera que
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Tabla 3.1: Valor numérico y tedrico de t., para diferentes valores de m.

m too

Numérico Tedrico

1/2 | 0.073025 0.073030
0.111108 0.111111
0.154200 0.154213
0.178634 0.178644
0.194462  0.194519
0.213891  0.213998
0.229583  0.229685

© O e W NN =

el verdadero Ax,. no se puede determinar.

3.2.3 Determinacion de las asintoticas

Se pueden usar varios métodos para diagnosticar la aparicion de una asintética
autosemejante (ver Gratton y Vigo 1998). En este trabajo hemos usado el
método del perfil al momento de arranque y el método de comparacion con

soluciones autosemejantes, que describiremos a continuacion.

Método del perfil al momento de arranque

Este método se basa en el hecho que a t = 0 todas las soluciones autoseme-

2-1/6

jantes de (1.1) toman la forma n « x , gracias a lo cual una asintética

autosemejante se representa por medio de una linea recta en un grafico
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maximo de Oy

mitad del
maximo de Oy

Figura 3.6: Grafico cualitativo del pico de 0,,n a un t fijo.

log(n(z,0)/z) vs. log(x). Luego, a partir de tales gréficos podemos determi-
nar los dominios que estas asintoticas ocupan al momento del arranque. Una
asintética del tipo LOT aparecera como una recta no horizontal cuya pen-
diente es s = 1 — 1/6. Determinamos s realizando un ajuste por cuadrados
minimos de los 50 puntos de grilla con el mayor coeficiente de correlacion, y
a partir de s obtenemos 6 (en verdad ¢ resulta poco sensible a la cantidad
de puntos utilizados para hacer el ajuste: usando 25, 75 y 100 encontramos
diferencias de 0.25% o menores). Una recta horizontal senala la presencia de
una asintotica del tipo onda viajera. La figura 3.7 permite al lector visualizar

este método.
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log(n(x,0) / x) (b)

(a) log(ém)

log x

Figura 3.7: Determinacién de las asintéticas al momento del arranque. En
la regién donde el gréfico de log(n/x) vs. logz coincide con la recta A hay
un régimen asintético del tipo LOT. El correspondiente exponente de au-
tosemejanza O se obtiene a partir de la pendiente de esta recta. Donde el
grafico coincide con la recta horizontal B la autosemejanza es del tipo onda
viajera. De la ordenada de esta recta se obtiene la velocidad ¢ de arranque
del frente. Este gréafico cualitativo es representativo de los correspondientes
graficos obtenidos a partir de nuestras soluciones numéricas. La region de
dicho grafico indicada como (a) se aparta de la recta horizontal B gracias a
que alli la resolucién es pobre; la indicada como (b) se aparta de la recta A

gracias a la proximidad de la pared.
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Método de comparacion con soluciones autosemejantes

Cualquier solucién autosemejante h(z,t) = n'/™ de (1.1) satisface la relacién

Wt )x? = nt)x? = Z(x/bt®) = Z(x/t) (3.10)

donde Z es una funcién que depende de § y de el tipo de autosemejanza.
Luego si la solucién es autosemejante, un grafico de nt/x? vs. x/t® lleva a la
misma curva para cualquier t. Sacamos provecho de este hecho para hallar el
dominio en cual la soluciéon numeérica se aproxima a la solucién LOT e investi-
gar de que modo dicho dominio varia con el tiempo. Con este propdsito com-
paramos los graficos de los valores numéricos de 10g(Mnum /t2° 1) vs. log(z/t?)
para diferentes ¢ con el grafico de log(nLor/t?*~') vs. log(x/t?). Eligiendo
un adecuado valor de ¢ es posible alcanzar una superposicion precisa de los

graficos en el dominio donde la solucién numérica es autosemejante.

Estas técnicas son poderosas herramientas para investigar el desarrollo
de las asintéticas autosemejantes de las soluciones numeéricas, pero deben ser
aplicadas con cuidado para no caer en errores debidos a los efectos prove-

nientes de la no uniformidad de la grilla. Esto se mostrard més adelante.

3.2.4 Determinaciéon de la velocidad de arranque

Podemos determinar ¢ a partir de la relacion

log (n(z,0)/x) = log(m¢) (3.11)
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que vale a t = 0+ cerca de un frente que se mueve con velocidad finita y no
nula ¢, como puede ser verificado de (1.1) y también de (2.4). En este punto es
necesario hacer un comentario. En muchos casos (usando N = 1000 y ain con
N = 4000) no observamos (ver Section 4.4 mas adelante) la recta horizontal
en el grafico log (n(z,0)/z) vs. log(z) que indica un regimen asintético del
tipo onda viajera, por lo que se podria sospechar que el valor de ¢ obtenido
gracias a (3.11) puede tener grandes errores. Sin embargo, resulta ser que en
este caso, log (n(z,0)/z) tiene una pendiente muy pequefia para pequenos z,
de modo que en realidad el error de ¢ es suficientemente pequeno, atin en los
casos en que no podemos hallar el dominio correspondiente a la asintotica

del tipo onda viajera.
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Resultados

4.1 Propiedades generales de las soluciones

numeéricas

En las figuras 4.1-4.4, 4.5-4.8 y 4.9-4.12 mostramos los perfiles de n, 0,1 y
0.7 respectivamente, para varios valores de m y o = 1.5 a diferentes tiem-
pos durante el periodo de espera. Para otros valores de v obtuvimos perfiles
semejantes. Si bien la evolucién de n para distintos m resulta similar, una
observacién cuidadosa nos revela ciertas diferencias. Notemos que el area
debajo del perfil de i varfa con el tiempo (excepto para m = 1), aumentando
si m < 1 y disminuyendo si m > 1, dado que 7 (a diferencia de h) no es una
cantidad que se conserva. Esto se puede entender escribiendo la ecuacion

(1.4) en la forma:

0;n + 0y (—mndyn) = (1 —m) (9,m)* (4.1)

102
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Esta es una ecuacion de continuidad, cuyo miembro derecho se comporta

como una fuente si m < 1 y como un sumidero si m > 1.

2.5
m=1/2 o=1.5

2.0}
a
b

1.5¢
n c
d

1.0}
e
f

0.5}

0.0

00 02 04 06 08 1.0

Figura 4.1: Perfiles de 1 durante el periodo de espera paraa = 1.5y m = 1/2:
(a) t = —ty, (b) t = —0.8ty, (c) t = —0.6t,, (d) t = —0.4ty,(e) t = —0.2¢,,
(f)t=0.

En estas figuras se pueden identificar tres regiones en las cuales los perfiles
muestran diferentes comportamientos. De izquierda a derecha se encuentra
una region cerca del frente que espera y que lo incluye, cuyo tamano dis-
minuye con el tiempo, en la que el perfil inicial permanece casi inalterado
(los cambios que ocurren son tan pequenos que no se pueden apreciar en
los graficos). Luego se encuentra un segunda region, estrecha, a la que lla-

maremos de transicion, en la cual las primeras y segundas derivadas sufren
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4
m=1 a=1.5
3_
a
n b
2t C
d
c
1t f\‘
0

00 02 04 06 08 1.0

Figura 4.2: Perfiles de n durante el periodo de espera para a = 1.5y m = 1:
(a) t = —ty, (b) t = —0.8ty, (c) t = —0.6ty, (d) t = —0.4ty,(e) t = —0.2¢,
(f)t=0.

cambios muy fuertes (ver figuras 4.5-4.8 y 4.9-4.12). Finalmente hay una
tercera region, que llega hasta = 1 y cuyo tamano aumenta con el tiem-
po, donde el perfil difiere fuertemente del inicial. La regién de transicion
se puede definir como el lugar donde se localiza el pico de d,,n; dicha re-
gién se mueve hacia el frente que espera mientras su ancho disminuye hasta
anularse al momento del arranque del frente. Durante este proceso, el pico
de 0,,7n evoluciona tendiendo a convertirse en una delta de Dirac, proceso
que culmina en t = 0 cuando el pico alcanza al frente (ver figuras 4.9-4.12).
Hacia el final de la etapa de espera, la forma de la solucién en la regién de

transicién es la de un corner layer de intensidad creciente que, al llegar al
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m=4 a=15
8t
a
b\
6 C
il d
4l e
f
21
0

00 02 04 06 08 1.0

Figura 4.3: Perfiles de 1 durante el periodo de espera para o = 1.5 y m = 4:
(a) t = —ty, (b) t = —0.8ty, (c) t = —0.6t,, (d) t = —0.4ty,(e) t = —0.2¢,,
(f) t =0.

frente en ¢t = 0, se convierte en un corner shock. El corner layer define la
transicién entre la primera regién, donde el comportamiento esta determina-
do por las propiedades locales del perfil inicial, y la tercera regiéon, donde el
comportamiento es determinado por las propiedades globales del perfil ini-
cial. En todos los casos estudiados se formé sélo un corner layer. Veremos
mas adelante que en la segunda regién y en parte de la tercera aparecen las

asintoticas autosemejantes.

En la figura 4.13, donde mostramos los perfiles para a = 1.5 y para todo
ment = —0.2t, y t = 0, se puede apreciar que el movimiento del corner

layer depende de m. Por ejemplo, a t = —0.2t,, el corner layer se halla mas



Capitulo 4. Resultados 106

Figura 4.4: Perfiles de 1 durante el periodo de espera para o = 1.5 y m = O:
(a) t = —ty, (b) t = —0.8ty, (c) t = —0.6ty, (d) t = —0.4ty,(e) t = —0.2t,,
(f) t =0.

cerca del frente para m mas grande. Por lo tanto, el corner layer se mueve
mas rapidamente cuando m es menor, porque debe recorrer una distancia

mayor en un tiempo mas breve (t,, crece con m a « fijo).

4.2 El tiempo de espera y la velocidad de

arranque como funciones de a 'y m

Los valores numéricos de t,, obtenidos con nuestro cédigo se han representado

en la figura 4.14. Se puede observar que t,, es una funcion creciente tanto de
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00 02 04 06 08 1.0

Figura 4.5: Gréficos de 0,n para o = 1.5y m = 1/2: (a) t = —t,, (b)
t = —0.8ty, (c) t = —0.6ty, (d) t = —0.4t,,(e) t = —0.2t, (f) t = 0.

«a como de m. Recordemos que la teoria predice cotas superiores e inferiores
para t,. La inferior corresponde a @ = 1 y estd dada por t; (m) (2.12).
La superior, que corresponde a o — 00, es t,, y su expresion se da en la
ecuacién (2.22). Debido a que nuestra condicién inicial (3.1) tiende a una
delta de Dirac 6(x — 1) para a — oo, resulta obvio que t, — t en este
limite. Para m fijo, a medida que a aumenta t,, se aproxima rapidamente a

ts (para a = 6 ya es muy cercano al valor limite).

La velocidad inicial del frente ¢(m, ) se muestra en la figura 4.15. Se
puede ver que ¢ crece con « pero decrece con m. Para un dado m, la veloci-

dad inicial del frente estd comprendida entre la cota tedrica inferior ¢;(m)
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Figura 4.6: Gréficos de 0,n para a = 1.5y m = 1: (a) t = —ty, (b)

t = —0.8ty, (c) t = —0.6ty, (d) t = —0.4ty,(e) t = —0.2t,, (f) t = 0.

dada por (2.24) y una cota superior ¢,,(m) que corresponde a o — 00, que

se puede obtener a partir de la solucién fundamental (2.1) y vale:

brlm) = (1) = T (4.2

Notemos que la cota inferior ¢;(m) pareceria ser el limite de é¢(m, «) para
a — 14, y que excepto para a muy proximo a 1 no da una buena esti-
macién de ¢(m, «), ya que éste aumenta muy rapidamente con «, pues ya

para a = 1.5 es muy cercano a ¢« (m), que es siempre al menos dos ordenes
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Figura 4.7: Gréficos de 0,n para a = 1.5y m = 4: (a) t = —ty, (b)

t = —0.8ty, (c) t = —0.6ty, (d) t = —0.4ty,(e) t = —0.2t,, (f) t = 0.

de magnitud mayor que ¢ (m).

4.3 La evolucion del corner layer

En la figura 4.16 mostramos el tiempo de formacién del corner layer ¢, (ver
Seccién 3.2.2). Sélo aceptamos como vélido el valor de ¢, si el umbral IT = 100
se obtiene con un Az, de al menos 10 puntos de grilla. Se puede apreciar
que para un valor fijo de m, |t.| aumenta rdpidamente con «, i.e. para «
mayor el corner layer se desarrolla mas cerca del comienzo del proceso; esto es

razonable, ya que cuando o — o0 la soluciéon de nuestro problema de valores
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Figura 4.8: Gréficos de 0,n para a = 1.5y m = 9: (a) t = —ty, (b)
t = —0.8ty, (c) t = —0.6ty, (d) t = —0.4t,,(e) t = —0.2t, (f) t = 0.

iniciales tiende a la solucién fundamental (2.1). Para a — 1 el tiempo de
formacién se aproxima a t = 0_. Por otra parte, |t.| aumenta con m para «
fijo. En la figura 4.17 representamos t./t,, como una funcién de «, y podemos

observar que este cociente depende débilmente de m.

El lugar de formacién z.(t.) se muestra en la figura 4.18. Se puede ver que
a un dado m, x.(t.) es una funcién creciente de a: en tanto o se aproxima
a la unidad, el lugar de formacién del corner layer se aproxima al frente que
espera, y si a — oo el lugar de formacién se acerca a la pared. El lugar
de formacion del corner layer depende bastante fuertemente de m: para un

« fijo, el corner layer se forma mas cerca del frente si m es més grande.
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Figura 4.9: Perfiles de 0,,n para o = 1.5y m = 1/2: (a) t = —t,, (b)
t = —0.8ty, (c) t = —0.6ty, (d) t = —0.4ty, (¢) t = —0.2t,, (f) t = 0.

Finalmente en la figura 4.19 graficamos z.(t.) vs. t. con el objeto de apreciar

mejor la relacion entre estas cantidades.

El movimiento del corner layer se puede apreciar en las figuras 4.20, 4.21 y
4.22, en las que representamos x.(t) y @.(t) paraa =11, 1.5y3ym=1, 4
v 9. Se puede notar que, excepto para m grande y a. pequeno, la velocidad del
corner layer tiende a un valor constante a medida que éste se acerca al frente.
Dicho valor coincide con la velocidad de arranque ¢ del frente obtenida como

fue explicado en la Seccién 3.2.4.
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Figura 4.10: Perfiles de 0,,m para a = 1.5y m = 1: (a) t = —t,, (b)
t = —0.8ty, (c) t = —0.6ty, (d) t = —0.4ty, (¢) t = —0.2t,, (f) t = 0.

4.4 El desarrollo de regimenes autosemejantes

Para algunos m y a aparecen en las soluciones numéricas dos regimenes
autosemejantes que podemos identificar sin ambigiiedades. El primero es
una autosemejanza del tipo onda viajera. El segundo es del tipo LOT, y su
exponente § = §(m, a) depende de las condiciones iniciales, como corresponde
a una autosemejanza de Segunda Especie de acuerdo con la conjetura de
Barenblatt y Zel’dovich. El dominio de la onda viajera yace alrededor del
corner layer, y el dominio de la autosemejanza LOT se encuentra un poco
atras de este; entre ambos dominios autosemejantes existe un dominio donde

la solucién no es autosemejante.
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Figura 4.11: Perfiles de 0,,m para a = 1.5y m = 4: (a) t = —t,, (b)
t = —0.8ty, (c) t = —0.6ty, (d) t = —0.4ty, (¢) t = —0.2t,, (f) t = 0.

En el resto de los casos observamos sélo un régimen autosemejante, que
usualmente podemos identificar como del tipo LOT. Sin embargo esto no nos
permite concluir que el otro régimen esté ausente: puede suceder que esté
presente pero no logremos detectarlo debido a las limitaciones de nuestros
calculos numéricos. No es facil detectar una asintética autosemejante ni
identificar sin dudas el tipo de autosemejanza de que se trata, particularmente

cuando « es cercano a 1 o cuando « es grande.

Cuando « se aproxima a 1 el régimen asintético de onda viajera se al-
canza recién muy cerca del final de la etapa de espera, y en un dominio muy

pequeno. Por este motivo para a menores que cierto o, no se logra ver la
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Figura 4.12: Perfiles de 0,,m para a = 1.5y m = 9: (a) t = —t,, (b)
t = —0.8ty, (c) t = —0.6ty, (d) t = —0.4ty, (¢) t = —0.2t,, (f) t = 0.

onda viajera y sélo se observa la asintética del tipo LOT. Este problema es
mas severo para m grande. Usando un N mayor se puede obtener un apyy
més pequenio (ver Gratton y Vigo 1998), pero evidentemente no podemos
usar un N arbitrariamente grande. Sin embargo, sabemos que la asintdtica
LOT no puede describir la solucion hasta el frente mismo en el momento del
arranque (ver Seccién 2.3), de modo que es razonable asumir que en estos
casos la asintotica del tipo onda viajera estd también presente, aunque no la

hayamos detectado.

Por otra parte, cuando « es grande la solucion numérica desarrolla una

asintotica LOT con 6 muy préximo a 1; este problema es peor para m
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—0.2t,, (b) t = 0.

pequeno. En estos casos es imposible discriminar sin ambigiiedades entre las

asintoticas tipo LOT y la onda viajera, y nuevamente sélo podemos recono-

cer un tipo de autosemejanza. Igual que en el caso anterior, parece razonable

asumir que en la solucién existen ambos tipos de autosemejanza, pero que

no logramos distinguir una de la otra. En resumen, los dominios en los que

aparecen las asintoticas del tipo onda viajera y del tipo LOT dependen de

a, m, y t. Para observar la asintética del tipo onda viajera, especialmente

para m grande y « cercano a 1, es necesario emplear una grilla muy fina,
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Figura 4.14: Valores del tiempo de espera para todos los valores de m y «

considerados en este trabajo.

pero entonces el calculo numérico consume mucho tiempo. Por ejemplo, con
a = 1.1y N = 4000 sélo puede ser determinado para m < 4 (ver figuras.
4.23,4.24, 4.25 y 4.26). A medida que o — 1, el dominio de la onda viajera
se vuelve progresivamente més pequeno y se anula en el limite, mientras el
dominio de la asintética LOT se agranda. Por otra parte para a grande el
régimen LOT tiene 6 = 1 (ver figura 4.27) tal que las asintdticas LOT y la

onda viajera tienden a coincidir.

Algunos de los aspectos recién discutidos se pueden explicar por medio
de un argumento cualitativo. La solucién cerca y detras del corner layer
se aproxima a una onda viajera cuando el valor de n por delante es muy

pequeno, . e. cuando n(z < x.(t),t) < & donde € es una cantidad pequena
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Figura 4.15: Velocidad del frente al momento de su arranque.

(la diferencia entre esta parte de la solucién y la onda viajera serd més
pequena a medida que € sea menor). Para un cierto e = g esta diferencia
serd tan pequena que a los efectos practicos podemos decir que la solucién
ha “alcanzado” la asintética de onda viajera. Dado que el perfil en la region
por delante del corner layer cambia muy lentamente, podemos con buena
aproximacién asumir que para x < z.(t) resulta n(z,t) ~ n(x,—t,). Para
calcular que tan cerca del frente debe estar el corner layer para mostrar el
comportamiento de onda viajera ponemos n(x, —t,) < €9 y luego usamos

(3.1) con lo que hallamos la condicién
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Figura 4.16: Tiempo de formacién del corner layer.

Es facil ver que la distancia méxima x/, para la que el corner layer muestre
el comportamiento de onda viajera aumenta con « y disminuye con m. Esto
explica porqué la asintética del tipo onda viajera es dificil de observar para

a chico y m grande.

En la figura 4.27 (a) mostramos los valores de 6 que corresponden al
régimen autosemejante LOT (ver Seccién 3). Se puede observar que 6 es
una funcién decreciente de o y que tiende muy rapidamente a 1, y méds
rapidamente atin a medida que m disminuye. Notemos que si 6y < 6 < 6, la
asintotica es del tipo S. Luego para cada m, hay un valor critico aq tal que,

para o < ag obtenemos una autosemejanza LOT del tipo S, y para a > ag
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Figura 4.17: Cociente t./t,,.

una del tipo L. La mayor parte de las autosemejanzas LOT observadas en
las soluciones numéricas son del tipo L, excepto para a proximo a 1 en cuyo
caso fueron tipo S (Gratton y Vigo (1998) no detectaron soluciones tipo
S debido a que no calcularon soluciones con « suficientemente pequeno).
Nunca observamos asintéticas LOT del tipo N. Con el fin de apreciar mejor
la manera en que ¢ depende de m y « es conveniente emplear una escala no
lineal definida por (o — 1)¥/3 y (§ — 1)'/3 (ver figura 4.27 (b)); de este modo

las curvas para diferentes m tienden a ser rectas paralelas.

En las figuras 4.28, 4.29, 4.30 y 4.31 graficamos log(n/t?**~1) vs. log(z/t°)
para las soluciones numéricas con o« = 1.1 y m = 1/2,1,4,9 a diferentes

tiempos, y para la correspondiente solucién LOT, con el objeto de mostrar
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Figura 4.18: Lugar de formacién del corner layer.

de que manera la soluciéon numérica se aproxima a la solucién LOT a me-
dida que pasa el tiempo. Se puede observar que el dominio en el que la
solucién numérica coincide con la LOT se amplia con el tiempo (esto es
asi en la variable autosemejante (, en la variable fisica x es al revés), pero
simultdneamente aumenta la diferencia entre estas soluciones y la solucion
LOT en la cercania del corner layer, y esta diferencia es mayor para m grande.
Para todos los tiempo considerados el dominio de la asintética LOT abarca

aproximadamente dos décadas.

En la figura 4.32 (a) comparamos la solucién numérica param =1y o =
1.2 con la onda viajera (2.4) (con velocidad igual a la velocidad de arranque

del frente de la solucién numérica), para tres tiempos muy cercanos al final
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Figura 4.19: Lugar de formacion del corner layer vs tiempo de formacion del

corner layer.

de la etapa de espera, y en la figura 4.32(b) comparamos la misma solucién
numeérica para los mismos tiempos con las soluciéon LOT 7, con el adecuado 6
(determinado como fue explicado en la Seccién 3.2.3). Se puede observar que
en el intervalo 0 < log(z/t) < 2 la solucién numérica muestra una asintética
onda viajera, mientras que en el intervalo 3 < log(z/t®) < 4 muestra una
asintética LOT. Estos particulares valores de m y « fueron elegidos para
mostrar claramente como coexisten los dos regimenes asintoticos en la misma

solucién.
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Figura 4.20: Posicién x. y velocidad —z. de el corner layer para a = 1.1.
Las etiquetas sobre las curvas indican: (a) m = 1, (b) m =4, (¢) m = 9.
El momento de formacién es senalado por un punto sobre cada curva. En
los graficos de —i. la linea horizontal indica el correspondiente valor de ¢

determinado tal como fuera explicado en la Seccién 3.2.4.
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Figura 4.21: Posicién x. y velocidad —z. de el corner layer para a = 1.5.

Ver leyenda de la figura 4.20.



Capitulo 4. Resultados

1001
10-11

10-21

Xe

1073}
10-4L
1031

106

a

b

C

104

10-3

1
104

1
10-3
-t/t,,

1
10-2

1 1
10-1 100

103t

102t

101t

1001

10-1p

L

Figura 4.22: Posicién z. y velocidad —z. de el corner layer para a = 3. Ver

10-3

leyenda de la figura 4.20.

104

10-3
-tlt,,

10-2

10-1 100




Capitulo 4. Resultados 125

10

m=1 a=1.1

N=4000 /\
1 /a
n/x
N=1000
0.1 s s s
10-7 10-5 10-3 10-1
X

Figura 4.23: Dominios de las asintéticas del tipo onda viajera y del tipo LOT
al momento del arranque del frente, para o = 1.1 y m = 1. Notemos que la

asintotica del tipo onda viajera no puede ser observada con N = 1000 pero

si con N = 4000.
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Figura 4.24: Dominios de las asintéticas del tipo onda viajera y del tipo LOT
al momento del arranque del frente, para a = 1.1 y m = 2. Ver leyenda de

la figura 4.23.
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Figura 4.25: Dominios de las asintéticas del tipo onda viajera y del tipo LOT
al momento del arranque del frente, para o = 1.1 y m = 4. Notemos que la

asintética del tipo onda viajera no puede ser observada con N = 1000 ni con

N = 4000.
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Figura 4.26: Dominios de las asintoéticas del tipo onda viajera y del tipo LOT
al momento del arranque del frente, para a = 1.1 y m = 9. Ver leyenda de

la figura 4.25.
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Figura 4.27: Exponentes de autosemejanza para las asintdticas LOT: (a)

dror como funcién de a para diferentes m, (b) igual que en (a) pero con una

escala no lineal para ambos ejes (ver el texto).
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Figura 4.28: Comparacién de la solucién numérica para « = 1.1 y m = 1/2
a diferentes tiempos (a) ¢ = —0.006t,,, (b) t = —0.004t,, (c) t = —0.002t,,
con (d) la solucién LOT.
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Figura 4.29: Comparacién de la solucién numérica para a = 1.1 ym =1 a
diferentes tiempos (a) t = —0.006t,,, (b) t = —0.004t,,, (c) t = —0.002t,, con
(d) la solucién LOT.
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Figura 4.30: Comparacién de la solucién numérica para « = 1.1 ym =4 a
diferentes tiempos (a) t = —0.006t,,, (b) t = —0.004t,,, (c) t = —0.002t,, con
(d) la solucién LOT.
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Figura 4.31: Comparacién de la solucién numérica para « = 1.1 ym =9 a
diferentes tiempos (a) t = —0.006t,,, (b) t = —0.004t,,, (c) t = —0.002¢t,, con
(d) la solucién LOT.
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Figura 4.32: Comparacién de la solucién numérica (con N = 4000) con la
solucién onda viajera w en (a), y con la solucién LOT 7, en (b). Las etiquetas
a, b y ¢ corresponden a t = —0.0003t,,, t = —0.0002t,, y t = —0.0001¢%,,. El

ejemplo corresponde a a = 1.2y m = 1.
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4.5 Cotas y estimaciones del tiempo de es-

pera para otras condiciones iniciales

Hasta aqui nuestra investigacién se limité a una clase particular de perfiles
iniciales, y el lector se preguntard que es lo que ocurre en problemas que
involucren condiciones iniciales mas generales que (1.5). En relacién a esto
debemos senalar que los resultados de la Seccién 4.2 se pueden usar en combi-
nacién con el Principio de Comparacién Desplazada antes mencionado para
hallar cotas superiores e inferiores de t,,. En efecto, si podemos encontrar oy

y ag tal que para todo x € (—o0, xp] se cumple que

| wwiss [ gwis < [ g (4.4)

—00 —00 —00

donde go, (%) ¥ ga,(x) son de la forma (1.5), entonces
twl Z tw 2 tw2 (45)

Claramente, en tanto la cota (2.22) basada en la comparacién con la solucién
fundamental sea més restrictiva que la cota superior (2.17) basada en la
comparacion con la solucién singular, podremos seguramente encontrar una
mejor cota superior con una eleccién adecuada de g.1(z) ¥ ga2(z), ya que
nuestro conjunto de comparacion es mas amplio que el usado por Vazquez
(que corresponde a la eleccién especial ag = oo en (4.4)). En el resto de los
casos debemos comparar las cotas halladas por nuestro método con aquellas

dadas por (2.17) para verificar si ellas son realmente una mejora.
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4.5.1 Ejemplo de aplicacion de nuestros resultados

Como un ejemplo de como aplicar nuestros resultados para obtener cotas del

tiempo de espera mejores que las tedricas tomemos las condiciones iniciales

(1—0)sin*(3z) + Osin*(3z) si 0<z<1

0 si <0

donde 0 < 0 < 1. Este perfil inicial ha sido estudiado para poner a prueba
las cotas tedricas (Aronson et al. 1983; Tomoeda y Mimura 1983; Aronson
et al. 1985). Para contrastar nuestras cotas con las tedricas consideramos el
caso m = 1. Veamos primero las cotas del tiempo de espera que la teoria nos

provee.

Alrededor de x = 0 este perfil inicial se comporta de la siguiente manera

g(z) = %(1 9z + 1—8(49 — 1)zt + 0(z%) (4.7)

Por lo tanto, para que se verifique la ecuacién (2.15) debemos tomar A =

2

(1—0),ysi0<6 <3 debemos elegir B = A para verificar la (2.16). De

la ecuacién (2.17) resulta entonces que

2m
m2(m+2)(1 —0)

A

pero
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S1 = w >
47" 5= m2(m+2)(1—0)

(4.9)

Notemos que tp se debe hallar numéricamente, y que la cota superior diverge

cuando 6 — 1.

La cota superior de Vazquez para el perfil inicial (4.6) depende de 6, dado
que la masa M de este perfil es M = (4 — 0)/8. Param =1 es to, = 1/9,
luego usando las propiedades de escala presentadas en la Seccién 2.4, la cota

superior de Vazquez resulta ser 8/9(4 — 0).

Para el perfil (4.6), excepto para el caso especial # = 1, no podemos
mejorar la cota inferior. Los resultados se presentan en la figura 4.33, donde
mostramos los valores exactos de t,, obtenidos resolviendo el problema (1.1)-
(4.6) con nuestro c6digo, las cotas obtenidas a partir de las ecuaciones. (2.17)
y (2.22), y nuestras cotas superiores. Se puede ver que la cota superior
obtenida por nosotros es mas restrictiva que la dada por (2.17) para 6 2 0.55,
y es siempre mejor que (2.22) tal como fue anticipado. Para el caso especial
f# = 1 se puede obtener ademas una cota inferior que es aproximadamente

un 50% mas alta que la obtenida a partir de (2.17).

Los resultados de la figura 4.33 implican que para # = 0.55, la condi-
cién inicial (4.33) lleva a soluciones en las cuales aparece un corner layer
durante el periodo de espera, y en consecuencia t,, estd determinado por el
comportamiento global de (4.33). Ademds, encontramos que t,, < t4 para
0 > 0.4, lo que también implica seguramente que t,, esta determinado por el
comportamiento global también en el intervalo 0.4 < 6 < 0.55. Para valores

menores de # no pudimos determinar ¢, con suficiente exactitud como para
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compararlo con t4. A pesar de esto, nuestros resultados nos llevan a con-
jeturar que el comportamiento global de (4.33) determina t,, para cualquier
6 > 0.25, ya que no vemos ninguna razén por la cual la tendencia observada
podria cambiar para un # intermedio, en tanto tg < t4. Debemos senalar

que este era un asunto no aclarado y de interés tedrico.

Como fue dicho previamente, cuando ¢, estd determinado por las pro-
piedades globales del perfil inicial, el frente comienza a moverse con una
velocidad no nula, ya que durante la etapa de espera se desarrolla un cor-
ner layer , y el arranque ocurre cuando éste alcanza al frente que espera.
Hemos hallado la velocidad de arranque ¢ del frente a partir de las soluciones
numéricas (ver figura 4.34), y verificado que esto es cierto para 6§ > 0.4, y
como una consecuencia de nuestra conjetura previa esperamos que lo mismo

ocurra para cualquier ¢ > 0.25.
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—e— Valores exactos obtenidos numéricamente
—a—t4 : cota superior de Aronson

—v— tg : cota inferior de Aronson

—o— Iy : cota de Vazquez

—— Cotas superiores obtenidas con funciones de la clase (1.5)
x Cota inferior obtenida con funciones de la clase (1.5)

0.4~ /
0.3k o/o/o
0.2 "
/ ?i / X
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X/X/./ R v

4/ v/v/v/v
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02 03 04 05 06 0.7 0.8 09 1.0 1.1
O

Figura 4.33: Tiempos de espera para la condicién inicial (4.6), obtenidos con
nuestro cédigo numérico. Ademas se grafican las cotas t4, tg, ts v las cotas
derivadas a partir de funciones de la clase (1.5). Sélo se puede obtener una

cota inferior numérica para el caso especial 6 = 1.
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Figura 4.34: Velocidad de arranque del frente para el perfil inicial (4.6) en

funcion de 6.



Capitulo 5

Discusiones y conclusiones

5.1 Eliminacién aproximada de la dependen-

ciaen m

Los resultados que se muestran en la figura 4.14 sugieren que la mayor parte
de la dependencia en m de t,, puede ser absorbida por medio de un adecuado
reescalamiento. Con este propdsito definimos un tiempo de espera reducido

T del siguiente modo

(5.1)

En la figura 5.1(a) graficamos 7 (m, ) y se puede observar que los puntos
se disponen casi, pero no exactamente, sobre una unica curva independien-
temente de m. Con el objeto de poder apreciar la dispersién que los puntos

tienen alrededor de esa unica curva, en la figura 5.1(b) graficamos los valores

141
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de 7 (m, a)/T (a), donde 7 () es el promedio de 7 (m, a) a « fijo. De dicha
figura se desprende que, excepto para a =~ 1, la dispersién de los puntos
es menor de un 5%, y muestra tendencias sistemdticas, que no se pueden

atribuir, por consiguiente, a los errores numéricos de la determinacion de ..

De manera analoga podemos absorber la mayoria de la influencia que m
tiene sobre ¢(m, ) definiendo una velocidad de arranque reducida C(m, )

por medio de

&Mm(m, o) — /™
Cim,a) = ~7m A1/m1 (5.2)

El resultado de esta definicién se muestra en la figura 5.2(a), en la que se
puede notar que también en este caso todos los puntos se disponen aprox-
imadamente sobre una curva universal. La dispersion alrededor de dicha
curva se puede apreciar en la figura 5.2(b), donde graficamos C(m, a)/C ()
(C() es el promedio de C(m, ) a « fijo). Se puede apreciar que para a =~ 1
la dispersién es mayor que para 7, llegando aproximadamente al 40%, pero
disminuye rdpidamente con «, y para o = 1.5 es alrededor de un 5%. Al igual
que para 7, la dispersién de C muestra tendencias sistematicas no atribuibles

a los errores numeéricos en la determinacién de ¢.

Resulta destacable que los simples cambios de escala dados por (5.1) y
(5.2) absorban gran parte de la dependencia que de m tienen el tiempo de
espera y la velocidad de arranque del frente. Si bien no disponemos atin
de una justificacién tedrica de estos resultados, los mismos pueden ser de
utilidad practica dado que permiten obtener facilmente buenas estimaciones

de t,, y ¢ en casos que no fueron considerados en este trabajo, sin la necesidad
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Figura 5.1: Tiempo de espera reducido: (a) 7 (m,«) para todos los valores

de m considerados en este trabajo, (b) 7 (m,«a)/7 (c).
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Figura 5.2: Velocidad de arranque reducida del frente: (a) C(m, «) para todo

los m considerados en este trabajo, (b) C(m, a)/C(«).
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de llevar a cabo largos calculos numéricos.

5.2 Propiedades generales de las soluciones

En conclusion, todos los resultados presentados estan en concordancia con la
teoria y extienden los resultados previos obtenidos para m = 3 y 1 por Grat-
ton y Vigo (1998) y Perazzo et al. (1999) respectivamente. Durante la etapa
de espera se desarrolla un corner layer, que se intensifica progresivamente a
medida que se desplaza hacia el frente que espera. El frente comienza a mo-
verse cuando es alcanzado por el corner layer y la velocidad de arranque del
frente coincide con la del corner layer, de modo que el movimiento del frente
es la prolongaciéon del movimiento del corner layer. Las condiciones iniciales
(1.5) en todos los casos llevaron a soluciones que desarrollan un tnico corner
layer. Durante el periodo de espera, el aspecto mas interesante de la solucion
es el corner layer, cuyo comportamiento determina la magnitud del tiempo
de espera y de la velocidad de arranque del frente. Para un dado valor fijo
de «, para m mas grande el corner layer se forma mas temprano pero més

cerca del frente, por lo tanto su velocidad disminuye con m.

5.3 Propiedades asintéticas de las soluciones

Las asintoticas de las soluciones cerca del frente y préximo al momento del
arranque son autosemejantes de Segunda Especie y consisten de dos dominios
cuyo extension depende de m y «, y varia con el tiempo. Detras del corner

layer hay un dominio en el cual la soluciéon muestra una autosemejanza del
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tipo LOT con un 6 que depende de m y «; en una escala logaritmica la
extension de este dominio aumenta a medida que se acerca el momento del
arranque. Esta autosemejanza LOT es del tipo L, excepto cuando a es muy
cercano a 1 en cuyo caso es del tipo S. Ademas, muy hacia el final del periodo
de espera, cuando el valor de n por delante del corner layer es muy pequeno,
aparece inmediatamente detrds del corner layer un pequeno dominio donde
la solucién deja de de comportarse como una asintética del tipo LOT, y
muestra un comportamiento asintotico del tipo onda viajera. A medida que
se aproxima el arranque del frente, el dominio de la onda viajera se extiende
a expensas del dominio donde el comportamiento de la solucién es del tipo
LOT. Para « fijo, el régimen LOT corresponde a un valor de ¢ que es creciente

con m, y el dominio de la onda viajera es mas pequeno.

Como fuera explicado en la Seccién 2.3.2, una soluciéon LOT tipo L pre-
senta una sucesion infinita de corner layers. Sin embargo, nuestras soluciones
presentan siempre un tnico corner layer, ain cuando desarrollan un régimen
asintotico LOT tipo L. Este peculiar comportamiento fue explicado en Grat-
ton y Vigo 1998. La escala temporal para las modificaciones del perfil es
T ~ L?h™™, donde L es la escala de variacién de h. Con un perfil inicial del
tipo (1.5), resulta T = T'(x) ~ x72%. Entonces cerca de x = 0 (y adelante
del primer corner layer) el perfil cambia muy lentamente (T'(z) > t, para
x < 1). En consecuencia, el primer corner layer llega al frente (dando fin al
periodo de espera) demasiado pronto como para que se desarrolle el segundo
corner layer. Esta es la razén por la cual s6lo una parte de la soluciéon L estéa

presente en el comportamiento asintético de nuestro problema.
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5.4 Conclusiones

La presencia de una asintética del tipo onda viajera en las cercanias del
corner layer y muy cerca del arranque del frente era esperado a partir de
argumentos teoricos, y se puede entender por medio del simple argumento
dado en la Seccion 4.4. Por otra parte, la evidencia numérica indica que,
ademés de la onda viajera, la asintotica del tipo LOT esta siempre presente
en todas nuestras soluciones, sugiriendo asi que las soluciones autosemejantes
LOT son atractores. Debemos resaltar que a priori nada garantizaba este

resultado, que ain aguarda por una explicacion tedrica.

En lineas generales podemos afirmar que t,, y ¢ son funcionales continuas
y regulares del parametro de no linealidad m y de las condiciones iniciales,
siempre y cuando, se entiende, éstas sean del tipo que da lugar a un t,, que
depende de las propiedades globales de la condicion inicial. Esto es, no hay
valores criticos de m o de « (u otras caracteristicas de la condicién inicial)
para los cuales t,, y ¢ varien de manera discontinua o sufran bruscos cambios
de tendencia. Esto mismo se puede aseverar respecto de las propiedades de
las asintéticas, es decir la extension de los dominios en los cuales el compor-
tamiento es del tipo LOT u onda viajera, el valor del exponente de autose-
mejanza 0, etc., y de las propiedades del corner layer, como su lugar y tiempo

de formacién y su posterior evolucion.

Finalmente, los resultados obtenidos en este trabajo pueden ser de utili-
dad a los fines de encontrar por interpolacién (evitando asi costosos célculos
numéricos) valores de t,, y ¢ para valores de m y « no usados aqui, por
medio de las ecuaciones (5.1) y (5.2) y las figuras 5.1 y 5.2. Nuestros resul-

tados también pueden ser de utilidad para encontrar cotas mas restrictivas
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que las hasta ahora conocidas para t,, en problemas generales de condiciones

iniciales, tal como fue explicado y ejemplificado en las Secciones 4.5 y 4.5.1

respectivamente.
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